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本 书 第 一 版 向 世 之 后 ， 直 到 现在 已 有 十 余年 了 。 在 这 一 
段 时 间 里 , 泛 沙 分 析 不 但 得 到 了 更 全 面 的 发 展 ,和 而且 它 的 概念 
和 方 认 也 更 强烈 地 活 透 到 数学 和 其 它 各 个 领域 。 沁 图 分 析 也 
已 开始 更 广泛 地 应 用 于 力学 和 工程 ,更 不 用 说 物理 学 了 , 它 是 
第 一 个 应 用 泛 淫 分 析 的 概念 和 方法 进行 理论 研究 的 学 科 之 
一 。 因 此 没有 必要 再 强调 沁 函 分 析 的 重 楼 性 以 及 它 在 数学 领 
域 里 的 地 位 ， 

随 着 泛 痕 分 析 的 发 展 ,以 及 广大 数学 工作 者 、 物 理学 家 和 
工程 技术 人 员 对 它 的 兴趣 的 日 益 增 长 ， 我 们 已 经 有 了 许多 杰 
出 的 泛 约 分析 教 程 和 专著 。 这 里 只 要 指出 JI. B. Kanropopuu 
和 P. IL. Axu[)]op[12], A. H. KoxMoropoB 和 C. B，doMaH 
[14], B.H.Cuupuop [29], B.3.Bymex [6], H. H. Axnesep 
和 H.M. .Tuasuan[ 3], F.Riesz 和 B.Sz.Nagy[ 27], N.Dunford 
和 J. T. Schwarz[10] 以 及 其 它 一 些 书 就 够 了 。 但 是 我 们 认为 
本 书 第 二 版 并 非 重 复 了 上 列 的 教程 和 专著 。 第 二 厂 基 本 上 你 
拆 了 叙述 的 初等 性 ， 因 而 本 书 比 其 它 书 更 适 守 于 初学 省， 与 
第 一 版 相 比 较 , 第 二 版 对 内 容重 新 做 了 一 些 调 整 , 增 补丁 一 些 
占 篇 幅 不 大 的 问题 ,这 些 问 题 在 一 般 内 容 中 稍稍 遗 活 挥 , 或 者 
只 是 解释 性 质 的 ; 还 补充 了 相当 多 的 新 材料 。 最 重要 的 增补 
是 C. JI. Co6omes 空间 及 对 这 些 空间 的 能 人 定理， 在 任 一 
Banach 空间 内 其 有 全 连续 算 子 的 线性 算 子 方程 的 Riesz-Scha- 
uder 理论 ,J. Schauder 不 动 点 原理 ,Hilbert 空间 内 无 界 目 伴 算 
子 谱 理 论 初步 。 和 第 一 版 一 样 ， 我 们 也 不 准备 芳 虑 泛 卫 分 析 


的 重要 分 支 , 例 如 线性 拓扑 空间 、 赋 范 环 、 群 表现 论 . 半 序 空 
站、 广义 函数 及 其 应 用 等 。 我 们 只 对 有 兴趣 于 这 些 问题 的 读 
者 指出 另外 的 专著 . 

在 准备 本 书 第 二 版 的 过 程 中 ， 我 们 参考 了 许多 泛 函 分 析 ， 
的 教程 和 专著 , 首先 是 JI. B. Kanuropopun 和 r. [TI. Akaros, 
B. H. CMmupuos, F. Riesz 和 B.Sz. Nagy 的 书 。 在 讨论 Hilbert Z 
图 内 目 伴 算 子 谱 理论 时 ,我 们 基本 上 依照 A. H. [JurecHep2 2 
的 计划 和 想法 。 当 泛 驳 分 析 在 苏联 开始 得 到 广泛 发 展 的 年 
代 , 他 曾经 是 线性 算 子 谱 分 析 和 一 般 泛 沙 分 析 的 热情 宣传 者 . 

A. H. Ilepop, JI. A. Pağko 和 f. B. PyrnuKgknüñ 兽 阅 
读本 书 原稿 ， 并 提出 许多 有 价值 的 意见 ， 作 者 对 他 们 表示 感 

f 作者 
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分 析 、 儿 何 与 代数 的 
基本 概念 的 一 般 化 


在 本 世纪 初 产生 了 一 个 新 的 分 析 学 科 , 即 泛 函 分 析 . 

泛 函 分 析 的 基本 概念 和 方法 ， 是 在 一 些 比较 古老 的 数学 
分 析 领 域内 部 逐渐 形成 的 ， 这 些 领域 是 ， 变 分 法 、 微 分 方程 
论 ,函数 通 近 与 表现 论 ,分 析 中 的 数值 计算 法 ， 特 别 是 积分 方 
程 论 . 

泛 函 分 析 的 实质 在 于 把 数学 分 析 〈 及 与 之 相近 的 代数 与 
儿 何 领域 中 ) 的 初等 部 分 的 许多 概念 和 方法 推移 到 更 一 般 的 
对 象 和 属性 更 复杂 的 事物 上 面 去 ， 而 且 广泛 地 应 用 了 代数 与 
几何 的 方法 ， 与 分 析 基本 概念 的 推广 有 关 的 这 种 推移 就 可 以 
用 统一 的 观点 来 处 理 许多 早期 只 在 特殊 学 科 里 被 孤立 讨论 过 
的 问题 ,并 把 一 些 看 起 来 似乎 相隔 较 远 的 数学 理论 联系 起 来 ， 
从 而 更 促进 新 的 数学 事实 的 发 现 , 为 了 证 实 这 一 说 法 的 正确 
性 ,只 须 看 近年 来 用 泛 函 分 析 的 方法 所 得 出 的 有 关 微 分 方程 、 
积分 方程 和 其 它 方程 的 解 的 一 系列 的 存在 定理 ， 或 泛 函 分 析 
对 分 析 中 近似 计算 法 的 研究 就 够 了 . 

数学 分 析 基 本 概念 之 所 以 可 能 一 般 化 ， 是 因为 在 它 的 各 
个 不 同 分 支 的 发 展 过程 中 ,发 现 了 在 那里 使 用 的 概念 ,方法 上 
有 许多 共同 的 地 方 ， 而 且 这 些 笑 念 和 方法 常常 在 代数 和 几何 
中 找 出 相似 之 点 。 例 如 逐次 逼近 法 可 以 用 来 求解 各 种 各 样 的 
代数 问题 和 分 析 问 题 。 又 如 泛 函 的 定义 ， 泛 函 的 极 值 以 及 在 
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变 分 法 中 极 值 存在 的 条 件 则 类 似 于 函数 (一 个 或 多 个 变数 ) 的 
定义 ,函数 的 极 值 以 及 微分 学 中 极 值 存在 的 条 件 ， 

线性 党 微分 方程 和 线性 差分 方程 理论 与 线性 代数 方 和 枉 组 
理论 的 相似 ， 这 是 大 家 都 知道 的 。 这 些 相 似 之 点 在 发 展 史 较 
晚 的 积分 方程 论 中 显得 更 突出 ， 

随 着 分 析 概 念 在 数学 中 的 推广 ， 也 产生 了 由 非 欧 儿 何 的 
发 现 而 开始 的 几何 概念 的 推广 。 = 维 空间 几何 的 产生 人 允许 我 
们 把 多 变数 函数 用 几何 的 语言 解释 为 多 维 空间 的 象 ， 同 时 也 
显示 了 分 析 和 几何 之 间 的 新 的 相似 之 处 。 不 仅 如 此 ， 把 分 析 
几何 化 的 新 的 可 能 性 的 出 现 更 要 求 进 一 步 推广 几何 概念 .我 
们 不 妨 举 几 个 例子 来 谈 一 谈 ， 线 性 齐 次 = 阶 常 微 分 方程 的 解 
的 全 体 和 >” 维 矢 量 空间 是 同 构 的 。 线 性 齐 次 偏 微分 方程 的 解 
的 全 体 的 几何 类 似 物 则 是 ” 维 矢 量 空间 的 无 穷 维 的 推广 . 在 
分 析 和 几何 的 概念 的 对 比 和 相似 中 有 一 个 非常 深刻 而 且 非 党 
重要 的 例子 就 是 关于 正 交 函数 系 的 展开 理论 。 这 些 正 交 系 在 
很 多 地 方 和 欧 氏 空间 正 交 矢量 系 相 类 似 ， 而 且 正 交 系 之 所 以 
得 名 也 在 于 此 。 把 一 个 矢量 用 分 量 表 示 则 对 应 于 把 函数 用 
Fourier WAR. Pythagoras 定理 则 相应 于 Parseval~CTeKJIOB 
定理 等 ,在 此 为 了 几何 地 表示 无 穷 正 交 系 ,也 需 妥 把 欧 氏 空间 
无 穷 维 好 扩张 . 

随 着 数学 分 析 和 几何 的 发 展 ， 不 但 分 析 的 各 部 门 的 概念 
之 间或 分 析 和 几何 的 概念 之 闻 的 相似 处 增多 了 了、 而 且 也 未 渐 
显示 出 来 原来 这 些 不 同 理论 的 相似 力 是 由 于 这 些 理论 的 基本 
概念 极为 相近 之 故 ， 函 数 相依 ,极限 趋 近 ， 邻 域 ,距离 等 就 是 
这 样 的 基础 概念 ， 而 他 们 都 是 明显 地 或 不 明显 地 以 各 种 形式 
应 用 于 这 些 理论 之 中 ， 

我 们 已 经 指出 ， 泛 函 分 析 的 特点 不 仅 本 把 古典 分 析 的 基 
本 峰 念 和 方法 一 般 化 ， 而 且 妥 把 这 些 概念 和 方法 几何 化 。 不 
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ARRORA CAUZE) HARRE. RAHE H i 
过 ,这 样 的 讨论 要 求 进一步 把 几何 概念 推广 到 : 如 ;无 穷 维 欧 

空间 矢量 空间 和 另外 的 空间 。 这样 一 来 ,到 最 后 5| 出 了 引 
离 空间 ,线性 同 范 空间 ,拓扑 空间 等 一 般 概 念 ， 它 既 包 括 了 从 
前 讨论 过 的 几何 对 象 也 包括 了 不 同 的 六 效 空间 ， 

引进 抽象 空间 以 后 ,分 析 上 的 许多 间 题 就 可 以 用 几何 的 
语言 玉 解 释 。 象 这 样 的 用 几何 的 方法 去 研究 分 析 理 论 ， A 
三 泛 地 应 用 在 数学 文献 里 ， 而 且 也 同样 地 应 用 于 物理 和 力学 
的 许多 工作 中 。 许 多 事实 可 以 仿照 x ALENE ME 
外 许多 事实 也 可 以 由 几何 方法 获得 证 明 . 这 样 就 在 分 析 中 找 
到 了 新 的 几何 方法 ， 辐 时 随 着 几何 概念 的 挂 广 也 产生 了 对 代 
数 概 念 的 推广 ， 

在 一 方面 ， 施 行 于 数 的 代数 运算 可 以 推移 到 属性 更 一 般 
的 对 象 上 去 (如 和 矩阵、 算 子 等 ), 同时 ,又 在 数学 的 不 同 部 门 引 
出 并 采用 了 群 、 环 、 域 等 概念 . 堕 着 代数 概念 在 分 析 上 的 应 
用 ,开始 了 定义 有 极限 运算 的 代数 结构 的 研究 。 画 一 方面 ,更 
广泛 地 开始 利用 分 析 运 算 古 代数 运算 的 极限 这 笑 的 事实 ， 而 
且 代 数 概念 在 泛 孙 分 析 内 的 推广 正如 初等 代数 在 一 般 百 和 典 分 
析 中 所 起 的 作用 . 

因此 线性 代数 和 线性 算 子 的 理论 相当 。 这 个 理论 在 本 书 
中 占 相当 大 的 一 部 分 。 分析 的 基本 方法 一 一 用 线性 的 对 象 去 
逼近 非 线性 的 对 象 一 一 已 运用 到 谤 绥 分 析 中 (网 第 八 草 )。 和 由 
数值 变量 的 多 项 式 取 极 限 后 引出 黑 一 般 的 数值 加 数 . 与 此 相 
当 《 环 上 的 多 项 式 江 矩阵 环 、 算 子 环 等 ) 的 极限 趋 近 得 出 这 种 
变量 的 更 一 般 函 数 。 一些 重 匀 的 数学 领域 如 定 阵 壮 算 芒 ， 运 
算 微 穆 , 线 性 算 子 谱 论 ( 见 第 七 章 ) 等 部 是 在 这 个 基础 上 建立 

作为 已 经 发 展 成 为 一 个 大 的 独立 的 数学 分 文 的 沁 国 分 
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析 。 直 到 现在 仍 继续 吸收 并 继续 总 结 更 新 的 数学 原理 。 为 此 
只 须 指出 在 近年 来 得 到 充分 发 展 的 线性 拓扑 空间 理论 、 Bas 
Bu ite bs yr pues iv>, 
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数学 分 析 的 基本 概念 之 一 是 函数 相依 .我 们 回 和 包 一 下 在 
分 析 中 因数 相依 的 定义 : 设 X 和 Y 是 两 个 实数 集 . 如果 对 每 
一 数 xEX, 按 某 一 法 则 (规律 ) 有 唯一 数 y€ Y 与 之 对 应 我 
们 就 说 在 集 X 上 定义 了 一 个 单 值 函 数 y 一 90), RER E 
FEYK. 集 X 也 称 为 函数 的 定义 域 . 

不 难看 出 ， 在 立 数 相依 的 概念 中 没有 必要 把 X 和 了 都 限 
制 为 实数 集 。 WREX AY 理解 为 具有 另外 属性 的 元 的 案 
了 时， 那么 我 们 就 导致 更 一 般 的 函数 相依 的 概念 。 这 样 的 例 于 
在 数学 分 析 的 各 个 分 支 里 都 找 得 到 ， 

例 1. 设 y 二 x, xas ttt Xn) 为 ?个 实 变量 的 实 函 数 ， 
那么 XX 是 个 有 序 实数 组 的 基 一 集 ,Y 是 实数 集 . 

2. 设 y = fG) E REER, 使 + SE K E y 与 实数 
zx 对 应 。 在 此 六 为 某 一 实数 集 ,Y 为 ?维和 撩 量 的 集 ， 

3. 在 变 分 学 中 我 们 辫 净 虑 如 下 形式 的 沁 孙 

I(7) = | FG, Y, y )dx, 
其 中 7 是 由 方程 y 一 f(x) 给 定 的 曲线 ， 式 中 的 (x) 是 过 两 
个 已 知 点 Ala, ys) 和 BC2，75) 且 只 有 连续 导数 ， 即 所 刘 
C 的 函数 . 在 这 个 情形 下 ， 关 是 具有 上 述 性 质 的 曲线 的 集 ， 
Y EKAR. 
4. ERRUER, b 25 JJ zN N 
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ORSR. EE RIL KG.) 在 正方 形 a<r < 
上 祷 定 义 且 连续 。 那 么 上 述 等 式 可 以 看 做 某 一 规律 ， 据 此 使 
Ela, 5] 上 的 每 一 连续 函数 O 有 同一 区 间 上 的 另 一 连续 函 
BOG) 与 之 对 应 ， 这 时 X 和 Y 都 是 连续 函数 的 集 . 

现在 我 们 引入 函数 相依 的 一 般 定义 ， 

设 任 给 两 个 集 X 和 Y， 并 给 定 一 个 规律 使 得 对 每 一 元 
r€ X 都 有 一 个 唯一 确定 的 元 ye Y 与 之 对 应 , 我 们 就 说 在 集 
X 上 定义 了 一 个 算 子 y 一 f(x)( 也 常 记 成 y = fx) 其 值 域 合 于 


E Y?, 我 们 也 说 在 集 久 上 定义 了 一 个 到 集 Y 内 的 映 象 .特别 ， 
当 算 子 的 值 为 实数 或 复数 时 ,我 们 就 把 这 样 的 算 子 称 为 泛 函 . 

HFR y= (a), 与 z€ X 成 对 应 的 元 ye Y 称 为 
Jú * 的 象 , 而 * 则 称 为 y€ Y 的 原 象 . 

如 果 映 象 y= fC) BX F y k, 那么 显然 对 每 一 y€ Y 
至 少 有 一 个 原 象 x+。 在 此 情形 下 ， 如 果 每 一 元 ,y€ Y 仅 有 一 
TES re 和 ,那么 我 们 就 说 由 公式 y = f(x%) 给 定 的 X 到 Y 
上 的 映 象 是 一 对 一 的 ， 

像 这 样 非常 一 般 地 定义 的 算 子 ， 我 们 几乎 说 不 出 它 具 有 
什么 性 质 、 因 此 常常 还 机 引入 一 些 补充 的 假设 . 

在 分 析 中 与 削 数 相依 这 一 概念 同等 重要 的 一 基本 概念 就 
是 极限 的 概念 以 及 随 之 而 来 的 连续 性 的 概念 。 凡 可 依 某 种 方 
式 来 定义 序列 的 极限 概念 的 集 称 为 空间 ， 元 为 函数 或 数列 的 
空间 称 为 函数 空间 .研究 在 疼 数 空间 内 定义 的 算 子 构成 泛 痕 
. 分 析 的 基本 内 容 ， 

1) 我 们 作 这 样 规定 : 假如 某 一 情况 对 集 的 所 有 元 成 立 ， 我 们 就 说 “在 集 上 ” 


RU. 假如 某 一 情况 成 立 , 但 可 能 不 是 对 集 的 所 有 元 成 立 , 我 们 就 说 “在 集 内 成 
X. 
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我 们 再 赂 论 一 下 在 泛 函 分 析 中 用 到 的 某 些 概念 ， 

设 由 元 o, bs c, ** 组 成 的 集 X 的 某 些 元 的 有 序 对 可 以 
引入 关系 

a < b, 
并 设 这 个 关系 满足 下 述 条 件 : 

1) a < a, 

2) # a < RE. ¿ <c,B2Z a < c, 

3) # a< b B. ba PPA a = b. 

我 们 就 称 X 为 一 个 半 序 集 。 如 果 对 元 < 和 4 总 有 (< 或 
b < 4a, 那么 4 和 5 称 为 可 比较 的 ， 

X 称 为 全 序 的 (或 线性 序 的 )， 如 果 对 xX 的 任意 两 个 元 
a l b 18 a < b Bz Ó < a. 

半 序 集 X 的 子 集 Y 称 为 上 有 界 的 ， 如 果 存 在 元 be X, 
y< b 使 得 对 所 有 的 ye Y. ¿ 称 为 集 了 的 一 个 上 界 。 ER 
中 的 最 小 者 称 为 了 的 上 确 界 ， 

同 理 可 以 定义 下 有 界 , 集 的 下 界 及 下 确 界 . 

”最 后 ,元 z€ X 称 为 X 的 极 大 元 ， 如 果 在 X 内 不 存在 元 
rÆ z WE zo < =, 

有 了 以 上 定义 后 ， 下 述 引 理 是 非常 重要 的 
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”全 序 集 称 为 AED, ， 如 果 它 的 任 一 非 空子 集 Y 都 含有 最 
小 元 , 即 是 说 ,存在 ac Y ,使 得 对 所 有 的 x€ Y, a < x. 

Zermelo 定理 每 一 集 X 总 可 以 引入 某 一 顺序 关系 , 使 
之 成 为 民 序 集 . 

Zermelo 定理 可 由 所 请 的 Zermelo 选择 公理 来 证 明 . 这 
个 公理 是 说 : 任意 给 定 一 个 非 空 的 互 不 相交 的 集 族 ， 必 存在 
一 个 集 , 使 得 它 与 集 族 中 每 一 个 集 有 且 仅 有 一 个 公共 元 ， 
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可 以 证 明 ，2Zorn 引 理 、Zermelo 定理 和 选择 公理 是 相互 
等 价 的 命题 . 

评 见 [51] 和 [21]*), 

例 ， 令 .2 代表 某 一 非 空 集 ， 上 且 令 了 一 { 代表 MM 的 
MATR: 如果 tCz, 则 规定 < 与 。 显 然 , 这 样 引 人 的 顺 
序 关 系 满足 半 序 集 的 三 个 条 件 。 如 果 M 含 有 两 个 或 两 个 以 上 
的 元 时 , 集 了 的 这 样 师 序 化 显然 不 是 全 序 的 (自然 ， 更 不 是 民 
序 的 ). 

` 如 条 是 了 工 的 任 一 子 集 , 那 么 它 是 上 有 界 的 ,而 且 它 的 上 
确 界 是 集 
S= UJ“. 


在 工 内 存在 极 大 元 : PUM 自身 ， 因 为 M 自 身 也 可 以 看 做 一 个 
FTR. Zon 引 理 在 这 个 情形 下 是 显然 成 立 的 。 Zermelo 定理 
断定 ， 如 果 引 入 另外 显 序 关系 的 话 ， 了 可 以 使 之 良 序 化 ， 但 
是 怎样 引入 这 个 关系 不 能 由 定理 导出 ， 这 是 因为 这 个 定理 的 
证 明 是 非 构 性 的 。 


$2 距离 空间 


在 数学 分 析 中 我 们 遇 到 过 一 些 极限 的 概念 ， 而 且 在 某 些 
情况 下 对 于 同一 数学 对 象 的 序列 常 由 问题 性 质 的 不 同 而 引入 
不 同 的 极限 概念 。 我 们 首先 遇 到 的 是 实数 序列 的 极限 概念 
这 个 概念 立刻 可 以 推广 到 复数 序列 和 =” 维 拓 量 序列 。 其 次 ， 
“对 函数 序列 我 们 有 一 系列 的 收敛 概念 : 按 点 收敛 ,一 致 收 钱 、 
平均 收敛 等 等 . 

所 有 这 些 收 人 给 概念 都 具有 一 个 共性 ,一 个 序列 的 元 z, š 
表 数 、 和 天 量 或 函数 ) 收 敛 于 元 x， 它 的 意思 是 说 z, 无 限 地 接 

*” 也 可 以 参考 补充 文献 [ 361. 一 一 译 者 注 | 
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近 T z, 也 就 是 说 , 当 这 些 下 标 无 限 地 增 大 时 ,这 些 元 之 间 的 
距离 ”就 无 限制 地 缩小 。 依 随 于 元 t Me 之 闻 的 距离 的 不 
同 理解 ， 我 们 就 得 出 不 同 的 极限 定义 。 因此 对 某 些 集 的 元 之 
闻 给 出 距离 的 一 个 一 般 定 义 而 使 之 能 保持 上 面 所 说 的 特例 是 
适合 的 . 此 后 ,再 借助 这 个 距离 在 集 内 引 人 极 限 概念 ,使 它 转 
变 成 为 一 个 空间 . 

距离 空间 亿 X 称 为 一 个 距离 空间 ， 如 果 对 它 的 每 一 对 
元 * 和 y， 有 非 负 实 数 px(x,y) 与 之 对 应 ， 且 满足 下 述 条 
件 : 

1) px(x,y) = 0 当 且 仅 当 x 一 y( 恒 等 公理 ). 

2) px( x, y) = px(y, x) (对 称 公 理 ). | 

3) px(z, y) + ox(y, z) 之 px(x*, 2) ZAH). 

非 负数 px(x, y) 称 为 元 zx 和? 的 距离 。 上 面 列举 的 三 
个 条 件 称 为 距离 公理 ， 显然 , 距离 公理 所 表述 的 乃 是 普通 三 
维 欧 氏 空 间 的 点 之 间 的 距离 的 最 一 般 性 质 . 

以 后 ;如果 我 们 知道 所 说 的 是 指 那 一 个 距离 空间 XX 的 话 ， 
那么 ,我们 将 简单 地 用 记号 p(x,y) 代替 px(x,y). EAZ 
HIRIRA XA. 

最 后 ,还 应 当 提 一 下 ,如 果 对 XX 的 每 一 子 集 Y， 以 XX 的 距 
离 来 定义 Y 内 的 点 的 距离 的 话 ， 那 么 Y 也 是 一 个 距离 空间 并 
称 它 为 X 的 子 空间 . 

EPIR 距离 空间 XX 的 元 * RAX AAIE A] mm， 
Xis tlto Znas 的 极限 ,如 果 # — co 时 ,p(xn, z) > 0. 

在 这 个 情形 下 ， 我 们 记 成 


或 imr, = rx, 
关于 距离 空间 的 收敛 点 列 有 下 述 几 个 一 般 定 理 ， 
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定理 1 如 果 距 离 空间 x 的 点 列 lz. KATAA z€ X, Bb 
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证 明 是 显然 的 ， 

定理 2 距离 空间 X 的 把 列 Uz, } 不 可 能 收 全 于 一 个 以 上 
的 极限 . x 

设 x, 一 x H ra >y. WALES 8 > 0， 

Plx y) < PCen x) + polen y) < e, 
对 充分 大 的 nx。 因 为 x* 和 ?> 是 国定 的 ,而 8 是 任意 正 数 ， 所 以 
上 述 不 等 式 仅 当 p(x,y) 一 0, 即 x =y 时 才 成 立 . 

定理 3 如 果 X 的 点 列 {x,} 收 敛 于 x, 那么 数列 Ps0) 
对 空间 X 的 任 一 固定 元 9 ER. 

事实 上 ,由 三 角 公理 ,对 任意 有 

plxns 0) < p(xzo z) + p(x,0) < L + p(x, 0) = 
这 是 因为 ip(x,,*)} 作 为 收敛 数列 是 有 界 的 ,所 以 数 =a x) 
不 超过 某 一 常数 L. 

空间 X 中 满足 p(x,4a) < r(o(z,a) < r) 的 点 * 的 全 体 
称 为 以 “为 中 心 > 为 半径 的 球 ( 闭 球 )。 我们 用 Sla, r)CSGa, 
7)) 代 表 这 样 的 球 ( 闭 球 )。 此 外 ,所 谓 点 * 的 邻 域 是 指 任 一 个 
以 这 点 为 中 心 的 球 。 

不 难看 出 ， 点 * 是 序列 {x,} 的 极限 当 且 仅 当 x 的 任 一 邻 
域 含 有 从 某 一 下 标 开 始 的 所 有 点 。 完 全 含 于 某 一 个 球 的 集 称 
为 有 界 的 . 
| 有 时 ， 各 果 在 某 一 个 空间 中 已 直接 给 定 了 元 列 的 极限 的 
概念 。 假 如 在 这 个 空间 中 可 以 引入 这 样 的 距离 使 得 由 它 定义 
的 序列 极限 的 概念 和 原 有 的 极限 概念 一 致 ， 那 么 我 们 说 空间 
X 可 以 距离 化 . 

HE 在 距离 空间 中 可 以 引入 许多 非常 重要 的 概念 ， 而 
旦 是 在 直线 上 的 点 集 理论 中 遇 到 过 的 。 例 如 给 定 集 MCX, 


+ jQ >» 


我 们 称 点 ee X 为 这 个 集 的 聚 点 ,如 果 点 “的 任 一 邻 域 至 少 
含有 集 MNa 的 一 个 后 , 换 名 话说, 如果 

S(a, 7z) 站 (MANe) = Ø 
对 任意 +。 上 自然 ,和 以 往 一 样 ,我们 用 名 代 表 空 集 。 添加 M 的 
所 有 聚 点 于 M 后 所 得 的 集 称 为 M 的 闭 包 , 用 M 代表 . 

不 难 验 证 ， 距 离 空 间 扩 集 的 闭 包 和 直线 上 操 集 的 闭 包 具 
有 相同 的 基本 性 质 。 即 是 说 : 

1) MUN = MUN, 

2) MCM, 

3) (M) = 

4) 空 集 的 闭 包 是 空 集 . 

集 M 称 为 闭 的 ,假如 M= M. f M 称 为 开 的 ,假如 它 的 
余 集 X\M 是 闭 的 。 EMAER GWERE, 假如 G< 
M. 特别 , 集 M 称 为 在 空间 X 到 处 稠密 的 ， 假如 M = x. .最 后 ， 
集 M 称 为 在 X 到 处 不 乎 的 ， 如 果 这 个 空间 的 每 一 个 球 总 含有 
某 一 个 球 而 不 含 放 的 点 。 关 于 距离 空间 的 闭 集 和 开 集 的 详细 
研究 可 参考 [1]. x | 

连续 函数 设 给 定 两 个 上 距离 空间 X 和 YY。 又 给 定 一 定义 
在 久 的 某 一 集 M 且 在 Y 内 取 什 的 水 数 y = f(x)。 AA f E 
为 在 点 ne M 是 连续 的 ， 如 果 任 给 s>0 存在 5 > 0, 使 
得 py(f(x) ,f(xo)) 二 6 对 满足 不 等 式 px(xyz) < 6 的 每 一 
x€ M 成 立 . 

H f(x) 的 连续 性 定义 可 和 ,如 果 

x, ”Xo CREN- M), 
B56 Z, f(z,) —> (xo). 
反之 , 它 的 逆 定 理 也 成 立 ,就 是 说 ,如 果 
f(x, —> f(xo) 
对 任 一 收敛 于 x€ M 的 序列 {x,} SM ,那么 函数 f(x) 在 点 


o Í] ° 


ro 连续 。 这 些 论 断 的 征明 锡 全 同 实 变量 的 实 函 数 的 情形 , 

同 愿 ” 设 和 和 YY 是 给 定 的 距离 空间 ， 且 存在 一 个 居 到 了 
上 的 一 对 一 映 象 。 如 果 这 个 上 映 象 及 其 逆 映 象 均 连 续 ， 我 们 就 
w ZNA YAR. 


53 ”距离 空间 的 例 


数 直 线 设 X 一 R,R 代 表 所 有 实数 的 集 ( 数 直线 )， 若 

XE R, 令 
p(x,y) = [z 一 yl. 

上 距离 公理 的 成 立 是 显然 的 。 这 个 空间 内 的 收敛 是 普通 数列 的 
W S. | 

欧 氏 空间 ” 设 X 是 ”组 算数 空间 ， 即 所 有 ”个 实数 的 有 
序 组 的 全 体 . 若 | 
| | + 一 55 y = {nis 02 ***s Nanto 
令 . 

p(x 7 ) = JS (E; n) e 
这 样 定义 的 p(x,y) 显然 左 足 距离 公理 。 设 
xk == (82, E, ee EWY, k= 1,2,3,» 

且 当 和 一 oo 时 p(xtyz) 一 0 [mm "P (E: — Ë) — 0 ). 


这 个 收敛 等 价 于 k 一 co 时 EIO 一 > Ej, 1 = 1, 2, tta N, 
因此 这 个 空间 的 收敛 是 按 坐 标 收 化， 具有 这 个 距离 的 空 
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具有 de6pies PE RAIE RAAE H. 
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设 X 是 定义 在 闭 区 间 [0, 1] 上 的 所 有 连续 函数 的 集 "， 
引 人 上 距离, 令 
p(zsy) 一 max |+ (z) — yol. 


我 们 来 验证 它 满足 距离 公理 ， 
Kelay) 之 0 H p(x,y) = 0 仅 当 x(D 二 yG) 以 
及 p(x,y) = o(y, x) 都 是 显然 的 . 剩 下 的 是 验证 三 角 公 理 。 
对 任意 1€ [0,1] 我 们 有 
lC) 一 zG2| = |[z(2) 一 TO + [ye 一 (01| 
< le 一 ?CD + Iy — zl | 
< max|+G) 一 yG) | + max |y (2) 一 101 


| w p(x ,.y) + p(y Z). 
因此 p(x,z) = max | > (z) — z(z)] < p(z.y) + p(y ,2). 


具有 .上述 距 离 的 [0,1] 上 的 所 有 连续 冰 数 的 集合 称 为 连 
续聘 数 空间 并 用 cf0,1] 代表 。 我 们 也 把 这 个 空间 称 为 具有 
Se6pmea 距离 的 连续 函数 空间 ， 因 为 函数 间 的 这 个 距离 和 
de6pimes 偏离 是 相同 的 ， x 

我 们 来 讨论 空间 C[0, 11 KiKa. RAET C[0,1] 
OI e CDN RCAF relele) 一 0 H n> > 00). 
这 就 是 说 

max|+,(2) — rOl 一 0 当 s— eo, 
即 任 给 s> 0,## m= nhe) 使 得 
max | z, (z) — x(t)| < ë 
对 所 有 n> ne) 和 所 有 €e [0,11]. HAZ, FIr} 
一 至 收敛 于 水 数 rC). 


D 如 果 变量 : 的 变化 范围 是 [ab]， 那么 用 变换 式 二 三 二 2 引入 新 变量 
r, 则 的 变化 范围 是 [0,1]. 
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反之 ,如 果 在 10，1] 上 ir: 一 致 收 人 级 于 x(z)， 那 么 


" p(z,s*x) 一 > Ü, 


因此 空间 C[0,1] 的 收敛 是 L0，1] 上 的 一 致 收 伍 ， 
有 界 数 列 空间 SREMA ANAI] 
x = { 5 
这 就 是 说 ， 对 每 一 * 存在 一 个 常数 K, 使 得 |š;| < K, 对 所 
有 的 :. 
设 r= {E}, B. y= (mj) ET X. BSA 
(rsy) = supl ë; — ni 


引信 距离 ， 
显然 ,只 须 验 证 三 角 公 理 ,我 们 有 
E il Sfi al + l — gl 
< sup|š; ~ ml + supla: — Eil 


= p(x,y) + p(y ,2), 
其 中 z= {58;}。 由 此 
sup| E; — bil = plx,2) < o(x,y) 十 eyz). 
这 样 得 出 的 空间 称 为 有 界 数 列 空间 , 记 作 m. 
设 x, 和 x 为 既 的 元 ，x = (SPY, x+ 一 46;} 且 p(x,, z) 
一 0 对 n> o, RREH. EA e > 0, 存 在 m= nme) tE 
得 对 n > ne) 
p(x,, x) = sup| šj” — š;| < š. 
由 此 对 z > ne) 和 所 有 i, 
[Em — E| < s. 
FZ WRI — #,| < s 对 n> nle MRA RA 
olx, zx) 一 0 对 2 一 co。 结果 ,空间 mw 的 收敛 是 按 坐 标 收 
敛 , 且 关 于 坐标 的 下 标 是 一 致 的 . 


收敛 数列 空间 ” 设 X 代 表 所 有 收敛 数列 
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x = {Ès E23 “En ft. 


且 设 Hm š, = š, 

< x= {E En **'* En’ J] 
` y = {ns nrs “Ng `° : 
ES p(x »y) = sup|$; — nl - 


这 样 得 出 的 空间 称 为 空间 <。 显 然 , 收 敛 数列 空间 c 是 有 
界 数列 空间 mw 的 子 空间 x 

由 此 可 知 ， 在 空间 c AWER LEE Bs Z: FEE B. c 的 收敛 
EEIE K T EARR] pine 33. 

有 界 实 函数 空间 ”考虑 给 定 在 [0,1] 上 所 有 有 界 函 数 
z(e) 的 集 ， 用 


p(z,y) = sup| *G) — y(2)| 


引入 距离 。 不 难 验证 它 满足 距离 公理 ,我 们 把 具有 这 样 的 距 
离 的 所 有 [0， 1 上 的 有 界 函 数 所 成 的 空间 记 作 M[0, 1]。 显 
CM[0,1] 也 是 明显 的 。 aa 

本 质 有 界 可 测 函数 空间 “在 讨论 这 个 空间 之 前 ， 我 们 引 
人 一 个 概念 

设 al) 是 [0, 1] 上 一 个 可 测 函 数 。 MEREL, 1] 内 测 
度 为 零 的 所 有 集 所 成 的 集 族 。 在 2 上 讨论 集 函 数 : 

sup| aCe) | = (E). 


我 们 证 明 , 如 果 这 个 函数 对 某 一 Ece # 其 值 有 限 , 那 么 它 在 
某 一 集 E, 上 取得 极 小 值 。 为 此 令 x 

Ho 一 infæ( E). 
依 下 确 界定 义 , 可 以 找到 这 样 一 个 序列 Ece 使 


w suplalt)| < pw + 1 
[0.1] VE y, # 


令 E, = U Ens HPA mE. 一 0, 其 中 代表 直线 上 Lebesgue 
测度 。 由 此 


po S sup|a(z)| =< sup [alH | < m + i 
[oj [0,11\B,, 71 


既然 这 个 不 等 式 对 所 有 # 成 立 , 所 以 m = KE). RATER 


Ta 

令 和 代表 本 质 极 大 有 限 的 [0,1] 上 的 所 有 可 测 函数 0, 
y(2), z(20, 的 梨 。 和 上 两 个 函数 z(z) 和 yG) 看 做 恒 等 
的 ,如 末 它 们 殉 壳 祖 等 的 话 , 

XÍ rC), YONEX, S 

p(z,y) = vrai max | xs) — yj. 

我 们 来 验证 它 满足 距离 公理 

1) 因为 

sup | x(2) — y(2) | > 0, 
所 以 p(x+,，y) 宇 0, META 4 *(2) = yG) AHK AB 
ozy) = 0, 反之, 设 ey) = 0, 那么 对 某 一 零 测 集 E,, 
| 
‘Sup lG) — y| = 0, 
vy 
即 在 E,, 之 外 Ce) = yGz), A xz<(2) # yG) 293388 4823. 
2) p(z, y) =p, x) 显然 . 

3) W z(2),yG2) R zG2) 为 X 的 元 , 且 Exs Eys 为 零 测 集 

使 得 | 
*) vyrai max] ôO] 也 常 记 成 ess sup lal. 一 一 译 者 注 
[0,1] [0, 1] 


s.s ]6 +. 


p(x ,2) 一 Bt — z(a), 
o(y,z) = suply) — z0) e 
[0,1JVE ys x 
令 E, | 一 E,, UE,,, 我 们 有 
sup |x(#) — y(z)| 
[0,1N\Exy 
< sup |zG) — z(z)] 十 sup |z02) — yGz)| 
[01] Egy CASN A 
< ,Sup l) 一 z(z2)| + oup (zC) — y(2)| 
一 p(x,y) + p(y ,2). 
从 而 
p(z 7 ) 一 vrai max |*() — y(z2)| 
< plr, z) + p(y, z). 
这 就 是 我 们 要 证 的 三 角 不 等 式 。 

这 样 得 到 的 空间 记 作 MI0.,11*. 

最 后 ,再 说 明 这 个 空间 内 的 收敛 意义 , 设 rale) ele) E M 
[0,1], H p(x x)—20 3 n— co, 这 就 是 说 , 对 给 定 的 
Ex > 0, I 

p(xns x) = min{sup |z,G) —z*zG)]) < sx 
对 n 之 wksk)。 于 是 存在 零 测 集 E, 使 
Sup, (£n) — zG)]| 一 sk 对 nnek). 
因此 |x, G) — x O| <er X n>m (er) 和 任意 46 
[0,1]\Ex. 
取 序 列 
(Emo 使 s, — 0 当 m — oo, 


和 对 应 的 集 En e s > 0 任意 .我 们 有 


O 这 个 空间 一 般 都 记 成 [了 0,1j1 而 有 界 数列 空间 区 也 记 成 i, 一 一 译注 
° 17 。 


|z,G) — r| < sk < ë 


对 n> n (ex) 和 所 有 te [0， DANU E. 由 此 可 知 在 101] 


EREA x,(z) 一 xz 而且 在 所 述 的 集 上 是 一 致 的 . 

RZ Rire AEAT re.. 那么 , 任 给 8 > 
0 ,存在 下 标 mn (8) MEME E,, 使 得 |x,(2) 一 x(z)| < 8 对 
n 之 nle) 和 所 有 z€ [0.,1]NE,. 


由 此 


sup |æ, G) —<x(2 =< 
z€ [nE 


对 n 之 nke) BZ 
min{ sup |z, (z) — x(()] ) < 8, 

对 n nle). W p(xs, x) > 0 对 n— co. HAE, 在 
空间 寻 [0, 1] 内 的 收敛 是 殖 遍 一 致 收敛 ， 

所 有 数列 空间 ”我们 举 一 个 可 距离 化 的 空间 . 设 X 是 所 
有 实数 列 的 集 。 在 此 集 内 我 们 引 和 人 收敛 的 概念 。 设 如 一 
[EPET r = {56;} 如 果 8 一 5; 对 所 有 一 1，2,3， 
(一 般 关 于 i 不 是 一 致 的 )。 这 桩 我 们 得 出 一 个 非 距离 空间 ， 
称 它 为 空间 s. 

现在 指出 ,空间 5 可 以 距离 化 。 

设 x = (SJ€ S, y= {n}E S, E 

A 1 [ë — a:l 


pz) = 2, > nn, 
; =, 2: I + |Š; — wl 


恒 等 公 理 和 对 称 公 理 是 显然 的 . 
三 角 公 理 则 可 由 不 等 式 


*) 注意 , 这 个 概念 不 要 和 由 Eropos 定理 所 提供 的 将 一 致 收敛 相 渴 ，-- 一 
译 者 注 
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1 十 lz 十 | 1 二 Ice 1+ l| 
得 出 ， 现 在 证 明 这 个 不 等 式 如 下 ， 
| 设 a # P [B] ff = , RJ iX: a> 0, >> 0, E 


_ lab _ atk 
1 十 |e 二 pb l1+a+ 
一 a _ Ó _ 
1 十 za 二 1 二 za 二 yb 
一 -2 十 一 2” 
l+ a I + 
Sika Ñi b ES. 不妨 设 |a| Z ll. hie 
|a + b| < lal. 
考虑 函数 / 


; — 1 
/一 二 二 >0， 


所 以 f(x) 为 增 函数 ， 这 就 是 说 
la + P| <: lal 
l + |a + | 1 + lal 

a 


| 
< | pdl 
1 + lal 1 + || 


再 回 到 三 角 公 理 有 


1 í bi 
a) = D ars 


z=1 


= |Ë, — qi + m; — ți 


' 1 + |£; — m, + m, — ;| 


¿=1 


< 3 1 AE — JA 
mm 2 1+ |E — ;| 


s 19 。 


+ SL 一 


i=1 2 十 |n; 一 č; | 
= p(x, y) + poly, z). 
现在 证 明 ， 在 引入 的 距离 意义 下 的 收敛 就 是 原来 的 按 举 
标的 收敛 《一 般 关于 坐标 的 下 标 不 是 一 致 的 )。 事实 上 ， 设 
r, = {E}, x = {J B ta >r. XE 
n EP — El 
7 一 1 2 1+ |£) — E; | 
对 n 之 no(8)。 由 此 对 每 一 图 定 i 更 有 
1, |” — š; 


2 L+ [EP — | 
对 4 之 m(e). 既然 s 任意 且 i 固定 ,所 以 
[E — El —> 0 no, 


有 反之 , 设 Em — E| —0 n—> oo 
对 每 一 i。 任 给 s > 0, mi 


< E 


< 8 


于 是 


— < 1 EPE] 
p(x,, z) = 一 ————y 
z1 2 1 + |5 — š;| 
= 4il 
£=1 2: 1 [Em — E| 


1 |P — š;| 
+ 和 12 1 + |P — 8;| 


ll | 一 后 | s 
<> y I+ E]? 
由 于 余 和 的 项 有 限 而 且 固 定 , 所 以 可 选 me) 使 


es 20 « 


m (n) _ E. 
工本 一 二 | 2E 


全 21 1+ |P — E; 2 
对 n> nhe). 结果, 对 n 之 mle) 有 
p(xz,,z) <E, | 

由 上 述 证 明 可 知 在 引 和 人 的 距离 意义 下 的 收敛 与 原来 空间 
s 的 收敛 重合 。 因 此 引入 这 样 的 距离 后 可 使 空间 3 距离 化 ， 

依 测度 收敛 空间 设 X 是 定义 在 [0, 1] ERIT MAZ 
x(z) 的 全 体 , 歼 遍 相等 的 两 个 阔 数 看 做 是 恒 等 的 ， 

由 等 式 


_( ix — y(2 | 
00) | ] + |r) — yG)! # 


在 空间 引 和 人 臣 离 。 同 于 前 例 可 知 距离 公理 得 到 满足 . 
我 们 称 这 个 空间 为 空间 5[0,1]。 可 以 证 明 5[0,1] 内 的 
收敛 是 依 测度 收敛 , 依 测度 收敛 的 定义 可 看 [21] 或 136]。 

”P- 午 可 积 函 数 空间 设 X 是 属于 L0, 1 PRAMA RRA 
x(z) 的 集 ， 其 中 p> 1。 两 个 仅 在 一 个 零 测度 取 不 同 值 的 区 
数 看 做 是 恒 等 的 。 若 <G)€ L,[0,11, yG)€ L,[0, 1], < 

p(x,y) 一 (|. |x) — yG) |” dz P. 
那么 恒 等 公理 及 对 称 公理 容易 验证 。 至 于 三 角 公 理 则 由 
Minkowski 不 等 式 得 出 人 *。 这 样 得 出 的 空间 称 为 空间 Lp[0， 
1]**)， 空 间 L,[0,1] 称 Hilbert 函数 空间 ， x 
设 xs2)E L,[0, 1], n=1,2,: E {r 收敛 于 


1) UHR I. 
*) 在 L,[0,1] HEXRERRHK p 之 1 因为 0<p<1 时 ory) MA 
足 三 角 公 理 . 译 者 注 


**#) 易 证 凡 属于 L.[0, 1] 的 函数 均 属于 Loll 1] 对 每 一 p21., 而 且 在 
L.[0, 1] 的 距离 为 Ls[0， 1] 内 的 距离 当 p—oo 时 的 极限 ， HERA 
界 可 测 函 数 空间 采用 记号 L.[0,1] 意义 在 此 ,一 一 译 者 注 


. 21 。 


< L, ,[0.1] 即 是 说 
| MOPOLLA, 


对 4 一 co。 这 时 我 们 说 函数 列 {x,(z)} ?次 雷 平 均 收 伊 于 
x(z)。 当 p= 2 时 只 简单 地 说 平均 收敛 ， 

”数列 空间 1(p > 1)。 令 X 代 表 属于 1? 的 所 有 实数 列 
r = {E Ëz, `... Ens `... # x= {ë Ë, ttt Ša’ 
和 y = Üm. ms tto nas YE lp, 我 们 依 公 却 


p(x,y) = (> |Ë, 一 Y | 


定义 距离 ， 证 明 它 满足 距离 公理 是 不 难 的 ， 三 角 公 理由 关于 
MEJ Minkowski 不 等 式 得 出 。 
这样 得 到 的 空间 称 空间 pe 空间 4 称 坐标 Hiber 2 

间 . 
”可 以 证 明 ”， 空 间 1, 的 序列 z, — (E) KAF z = {E} 
是 说 

1) n — okt £” — £, 对 所 及. 

2) 任 给 e> 0, 存 在 Ni(e) 使 得 》 [EPI < e" 对 


所 有 N > Ne) 和 所 有 n. 

空间 1 设 X 是 算数 z 维 空间 , 即 所 有 序 * 实数 组 . 设 
x = {5i Tii .. Ë.) y 一 {m> Azs %79 Tn?» 
A 


1 


p(x.y) = (> lš; 一 nl? ) 。 


D URRI. 
2) 见 以 下 关于 空间 is OREA. 


.?2 » 


这 样 得 出 的 空间 称 空间 2. 在 以 后 讲 的 空间 的 等 距 性 的 意 
XF, 可 以 认为 1 四 Cl, ， 如 果 我 们 把 {E E2 ea E Ye Im 
看 做 和 元 {Eis +s ° ° sno 0, 0,- .. f lp 恒 等 的 话 。 由 此 了 
刻 知道 上 述 距离 满足 距离 公理 。 空 间 1 的 收 伍 是 按 坐 标 收 
A. 

复 空 间 。 随 着 空间 C[0,1], L,[0.,1], ,l, REISZ 
虑 依次 包含 的 复 空间 C[0,1], L,[0,1],c,1,. 20] C[0,1] 
的 元 是 实 变 量 的 复 值 连续 函数 .Ls[0, 1] 是 指 其 模 的 ?次 宪 
可 积分 的 复 值 可 测 函数 的 全 体 。c(1p) ERKA e A 
的 级 数 为 收 伍 ) 的 复数 数列 的 全 体 ， 

以 上 对 实 空间 给 出 的 所 有 定义 可 以 照搬 到 复 空间 上 去 ， 

非 距离 化 空间 ”最 后 ,我 们 再 举 一 个 集 的 例子 ,在 其 内 可 
以 引入 序列 收敛 的 概念 ,但 不 能 引入 距离 定义 相同 的 收敛 . 

考虑 定义 在 [0,1] 上 所 有 实 函数 的 集合 F[0, 11, 我 们 规 
定 序列 (z,G))CF[0, 1] 称 为 收敛 于 z=G) € FLO, 1], 如 果 
对 任 一 固定 z, 

Xat) — z(#). | 

因此 F[0, 1] IqñP6 3k 7189 k uRukok. wA kiki 
能 距离 化 的 。 事实 上 , 如 果 在 F[0, 1] 内 可 以 引入 距离 使 得 
按 这 个 距离 的 收 倒是 序列 的 按 点 收敛 的 话 ， 那 么 设 M 是 这 样 
得 到 的 距离 空间 F[0, 1] 内 的 所 有 连续 函数 的 集 时 ， 则 一 方 
面 由 距离 空间 内 闭 包 的 性 质 M — 再 ,而 在 另 一 方面 又 有 M= 
订 ,这 是 因为 和 是 连续 函数 和 它们 的 按 点 收敛 的 极限 ， 即 所 
谓 第 一 类 Baire 函数 的 集 ， 而 让 是 第 一 类 Baire 函数 和 它们 
的 极限 的 集 , 即 第 二 类 Baire 函数 2. 


1) 关于 Baire 分 类 见 [21]. 
e° ?3 e 


S4 完备 空间 、 某 些 具体 空间 的 完备 性 


定义 ”距离 空间 X 的 元 列 {x,} 称 为 目 收敛 的 或 称 基 本 
列 , 如 果 任 给 s> 0 FE nle) 使 得 p(x。, tm) < s 对 所 有 
ns m > no(€ ), x 

如 果 序 列 {x。} 收敛 于 极限 za BZ lz, yB ax. 

事实 上 , 若 设 n= limx。。 那么 任 给 8 > 0 存在 数 no(&) 
使 得 

| g 

o( x, xo) < 2 


对 n 之 nke). Ain 
x p(x,, Sm) < p(z,, Xo) + PCtms x.) < 8 
对 n,m wk(s)。 这 就 是 所 要 证 明 的 . 

对 于 任 一 个 距离 空间 ， 上 述 定理 的 逆 定理 不 一 定 成 立 ， 
因为 有 这 样 的 距离 空间 ， 在 其 内 有 不 收敛 于 任何 极限 的 月 收 
敏 序 列 存 在 . 

例 1. 没 六 是 有 理 数 集 ， 用 公式 

PCrisr:) = |r — ral 
定义 距离 后 , 则 X 是 一 距离 空间 . 
取 序 列 


1 
i” 7 r, = 一 2 7p Xy `° 


° 4 2" 
这 个 序列 自 收敛 。 不 仅 如 此 ， 而 且 以 +, = 0 为 其 极限 .但 
若 取 序列 

rn 一 0 十 L) ， 


那么 这 个 序列 也 自 收 敛 。 但 它 在 空间 X 则 无 极限 ,因为 


. 24 ° 


t E Ww. 


i(t) =: 
为 无 理 数 . | 

#| 2. 设 X 是 多 项 式 P), 0 < ; < 1,22 |BJ EL. Yeme 
距离 Ew A PG) 和 OaE X ,Wj< 

p(P,0) = max | P(z) — Q). 

设 {2,(2)) 是 一 个 一 致 收敛 于 某 一 连续 函数 的 多 项 式 序 列 , 并 
设 这 个 连续 函数 不 是 一 个 多 项 式 . 显 然 , 序列 {2,(?)} 是 一 个 
基本 列 , 但 在 瑟 内 无 极限 ， 

若 距离 空间 的 每 一 基本 列 都 以 同 空间 X 的 茶 一 元 为 其 
RR ,我们 就 说 空间 天 是 完备 的 . 

值得 注意 的 是 ， 完备 空间 内 任 一 闭 集 也 是 一 个 完备 空 
[B], 

现在 我 们 来 证 明 某 些 具 体 的 距离 空间 的 完备 性 . 

上 ,空间 的 完备 性 ”对 4 维 欧 氏 空 间 E,， 它 的 完备 性 由 
Cauchy 的 关于 这 个 空间 的 点 列 的 极限 存在 判别 法 可 以 证 明 . 

C[0,1] 空间 的 完备 性 设 给 定 序列 4x,()}, 其 中 x, 
E CIO, ll, n=1,2,:., & 

p(xny Xm) — Ü 

对 n,m 一 C0。 这 就 是 说 ,序列 {x,(7)} 在 [0,1] 上 满足 Cauchy 
一 致 收敛 条 件 ， 设 z G 是 序列 {x.(2)} 的 极限 ， 作 为 连续 函 
数列 一 致 收 伍 的 极限 ,这 个 函数 也 是 在 [0,1] 上 连续 的 。 由 此 
xz (z)€ C[0, 1] B. pr z) >0,. 所 以 C[0, 1] 是 完备 
的 . 

m 字 间 的 完备 性 设 {x,} 是 mw 空间 的 一 个 自 收 人 钱 元 列 ， 
设 +, = {561"”}。 因 为 ze 六， 所 以 EPISK, HiIl, 
2,……。!{x 既然 自 收 全 ,所 以 给 定 s> 0 存在 nle) 使 得 
p(xn， xk) < £ 对 n, K EnC), 
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sup| $i — P| <e 对 n, k 2 nke. 


由 此 可 知 , 对 n, k Z nke), 
Em — E| < e (1) 
关于 i 一 致 成 立 ， 
固定 i, 由 (1) 序 列 (O. ER, 8), y R FPS 
Cauchy 极限 存在 条 件 的 序列 ， 从 而 收 伍 于 某 一 所 由 此 得 世 
一 个 序列 (5.5... Eae. 
在 不 等 式 (1) 令 名 趋 于 无 穷 ,我 们 得 出 不 等 式 
|E — E| < e (2) 
对 所 有 n 之 nle) 和 所 有 i. HK 
E| < [Ero — E| + E| < s + Kane 
这 个 不 等 式 既 然 对 所 有 i 成 立 , 所 以 (S) 是 一 有 界 序列 ， 即 
xo = (E€ m, 再 由 (2) 得 | 
sup| 79 — E| <s 对 n> n(e). 


JFËÚ p(xs, z.) Se 对 n >ne). 8 是 任意 的 ， 上 式 是 说 
r, 一 Mo 对 2 一 co。 这 就 证 明了 和 空间 的 完备 性 . 
c 空间 的 完备 性 RANER ¿ 空间 作为 严 空 间 的 于 集 是 
m 内 闭 集 ,从 而 得 出 。 空间 的 完备 性 . 
设 {anh 其 中 ra = (E, EP, 57 y. R: c 内 一 
个 序列 的 元 且 £, > x0， 其 中 to — {810, ES,- `. EDP, ` ° }, 
我 们 要 证 明 的 是 共 吕 } 为 一 收敛 序列 。 事 实 上 ， 
[EP — £| < [EP — Em | 
+ [EP — EP + [EP — EP 
S 2p(rasx0) + [EP 一 全 |。 


给 定 e> 0, 选 4 充分 大 使 o(z,, n) < 二。 固定 这 样 


— n, NA (Spy EW SK PF I MARE n EER is) S m 
, 26. 


， 8 
E — £) | < 7’ 


由 此 一 < 
对 i， 了 之 m. 换 名 话说 寻思 } 是 收敛 序列 , 亦 即 x€ c. 
ML0,1] 空 间 的 完备 性 设 {z,} 是 村 [0,1] 空间 内 一 个 
自 收敛 序列 。 于 是 任 给 e> 0. 对 n,m > nle) 有 
f { sup |r, Œ) 一 xm 人 (ti)|} < e. 


In 
EmesE=0 :E10,1]\E 


从 而 存在 集合 En EE meE, 一 0 H 


sup [z,G) — rmt)| < 8, ny m 2 ne), 
t€ [0,1 Vis, 


换 句 话说 ,在 [0,1] 上 殖 遍 有 
|z,G) — nC) <e 对 #, m > nle). 

由 此 可 知 ( 见 $3 ARTNR CEL, 1] EAN 
致 收敛 ， 从 而 存在 有 界 可 测 函 数 o0) 殖 遍 是 这 个 序列 的 极 
限 ， 由 此 易 见 PCen z) -> 0， 这 就 证 明了 MLO, 1] 的 完备 
性 ， 
L,[0,1] SAML 空间 的 完备 性 ”在 实 变 函 数 教程 中 
( 见 [21]) 证 明了 工 [0,1] 及 4 为 完备 空间 . 同样 方法 可 以 证 
明 Lo[0, 1] 及 ly 的 完备 性 。 我 们 将 不 在 这 里 重复 这 个 证 
BH, 而 把 L,[0, 1] 和 1 的 完备 性 作为 泛 函 分 析 的 一 个 一 般 
定理 ( 见 第 四 章 $ 3) 的 推论 . 


§ 5 距离 空间 的 完备 化 


如 所 获知 ， 数 直线 的 完备 性 在 数学 分 析 中 起 着 何等 重要 
的 作用 。 只 有 构造 了 完备 的 实数 集 ， 数 学 分 析 才 有 了 严格 的 
基础 ， 园 梓 理 由 ， 上 距离 空间 的 完备 性 在 芝 函 分 析 中 也 占 着 很 
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重要 的 位 置 。 正 因为 这 样 ,我 们 现在 来 讨论 使 一 个 不 完备 距 
离 空 间 完 备 化 的 方法 。 这 个 方法 类 似 于 补充 无 理 数 集 于 有 理 
数 集 而 使 之 完备 化 。 讨 论 之 前 ,我 们 介绍 一 个 概念 , 它 在 以 后 
邦 外 的 地 方 也 要 用 到 . 

设 给 定 了 两 个 距离 空间 Xx 和 Y。 我 们 用 Crs x.) 代表 
空间 和 的 元 x, 和 x 的 距离 ,并 用 p(yi， "代表 空间 Y 的 元 为 
M y 的 距离 . 

如 果 在 空间 Xx 和 Y 的 元 之 间 建 立 了 这 样 一 个 一 一 对 应 ， 
使 得 同 空 间 的 两 个 元 之 间 的 距离 等 于 另 一 空间 的 对 应 元 之 间 
的 距离 ,我们 就 说 空间 X 和 Y 是 等 距 的 . 

由 这 个 观点 不 难 理解 ， 如 只 从 与 元 的 距离 有 关 的 问题 来 
看 ,例如 收 伍 性 的 问题 ， 完 备 性 的 问题 等 等 ,两 个 等 距 的 空间 

可 以 看 做 是 恒 等 的 ， 

我 们 不 仅 可 以 讨论 空间 XX 和 YY 的 等 距 性 ， 而 且 可 以 考虑 
含 于 这 些 空间 的 集 的 等 距 性 ， 并 且 认 为 对 距离 空间 某 一 集 所 
得 出 的 仅 与 距离 有 关 结 果 对 与 之 等 距 的 所 有 集 均 成 立 . 

设 给 定 距离 空间 X.. X 不 为 完备 的 ; 就 是 说 在 X, 内 
存在 自 收 敛 列 而 在 X. 内 无 极限 . 

我 们 证 明 ， 在 这 个 情形 下 存在 另外 一 个 距离 空间 XX 具有 
FAHR: 和 是 完备 的 , 且 在 和 内 存在 一 个 与 X 等 距 并 在 X 
内 到 处 稠密 的 子 集 X'。 我 们 称 X 为 X, 的 完备 化 。 

为 此 我 们 考虑 空间 X, 的 元 的 所 有 基本 列 

(rato {Yato so 
任意 两 个 基本 列 (x,} 和 {rry RRE ns tn) > 0,n 一 
oo, 我 们 就 把 这 两 个 基本 列 归 人 同一 类 ， 把 这 些 类 z 看 成 元 
来 构造 一 个 新 空间 X. 在 空间 X 中 任 取 两 个 元 xz，76EX。 然 
后 在 每 一 类 x* 和 了 中 各 取 一 个 序列 {r} 和 1{y,}. 
先 证 明 极 限 limpe(zw，y") 存在 ， 事 实 上 ,我 们 有 
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p(z,,, Vn) < pxns Im) + p(x,,, Ym) 十 p(y,> ya). 
由 此 x 
plxn3 Yn) 一 PC(zny Ym) < p(z,, Im) + PCYns Ym)e (1) 
交换 mw 和 zw 得 
pxm» Ym) — p(x,, Yn) S o(xz,, Im) + pyrs ya), CQ) 
由 (1),(2) 
|p(xmsym) 一 PC(xnsyn)| < plxnstm) + plynsym). 
等 式 右 端 当 n, m — co 时 趋 近 于 零 ,因此 数列 (o(z,, Yn) y WA 
足 Cauchy 条 件 , 从 而 lməCzx,, ya) FE. 
现在 依 下 述 公 式 在 X 内 引入 距离 
o(Z,y) 一 limo(z,sy,). 
我 们 证 明 这 样 定义 的 距离 不 随 序列 {ra} 和 {ys} 在 对 应 
的 类 中 的 选择 而 变 ， 
在 同一 类 * 和 Y 中 另 取 两 个 序列 {xa} M iyat TE 
p(z,, Yn) < o(x,, tr) + pxns Yn) + p(y,> yo). . 
从 而 limoen ya) < limo(ras Yn). 
同 理 可 得 
limp(xo， ys) < limp(x,, yo). 
结果 
limo(z,, Yn) = limp(x», yx). 
现在 来 证 明 这 样 定义 的 p(*, y) 是 满足 上 距离 公理 的 。 
1. 因为 o(<,, Ya) 之 0, 所 以 也 有 
p(%,y) = limo(z,,, Yn) > 0. 
此 外 ,等 式 
p(X, y) 一 limplxa, Yn) = 0 
是 说 {x。} 和 {y,} 这 两 个 序列 属于 同一 个 类 。 
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因为 {xz} 是 类 zx 的 任 一 序列 ， 而 4y,} 则 是 类 的 任 一 
序列 ,所 以 =y. 
2. MEF 7) = p(y, z) 是 显然 的 . 
3, 若 drn} EZ, {Yn} EFs (z,r6 2, 那么 
p(X,2) = limo(zx,, y,) < 
< limp(xs, Ya) + limpa, Zn) 
= p(t+, y) + p(y, z). 
我 们 再 来 证 明 X 是 一 个 完备 空间 ， 取 空间 入 的 元 列 (z, 
Zas Z, }。 设 此 元 列 自 收 货 , 即 是 说 
Plno Z, > 0 Hn, m — oo, 
在 每 一 其 z, 中 取出 一 个 序列 
人 
因为 这 个 序列 自 收敛 ， 所 以 可 选 这 样 的 ,使 
ola, R) < 一 对 Pp 之 
现在 我 们 来 讨论 序列 
{LR xi 
可 以 证 朋 这 个 序列 自 收 化 ,我 们 有 
pr x) S pre rp) + p(xp” , xp” 
+ plxp” s xko). (3) 
任 给 e > 0。 因 为 x 
Pno Sm) >0 对 n, m>, 
所 以 存在 wm E n, m> nos 


EPT Em) = limp(xg” sap”) < > 
因此 对 n, m Z= m 和 充分 大 的 了 将 有 


ti m £ 
PG, 19) < =. (4) 
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这 时 不 妨 设 一 一 £, BERERE n, m> n BB n Ñ1m JA 


可 设 请 充分 大 使 得 p> k. HP > k,e TERR k, 和 的 
选择 而 有 
p(xP xx") < 一 一 =, plp”, xko) < 二 < Z. 
| (5) 
H(3)GOURÑIG )RISIWI n, m 之 n 
plk, siw) < 8, 
ed (z) AEKA. 
用 zx 代表 含 序列 {10} 的 类 .。 我 们 来 证 明 %*, — z. E 
然 有 


Pln) 一 lim p(xp" ,x ) 


< limp(xy, w) + limp(xke, tkp 
< -= + limo(*É > tkp). (6) 
因为 序列 (s) HA MAAE ° > 0 存在 n, 使 得 
p( zk > Tkp) < = 
Win, P 之 m. HI 


limoi? tkp ) < < 了 了 (7) 
p 


对 n>m. RERET — < H (6) Ç) 可 知 对 


n> Ny 
p(xnt) < E, 
AMEH, (Z, k FG Z, MT X AEE. 
在 继续 讨论 中 我 们 引入 常 驻 序 列 , 即 是 说 , 形 如 {zszryr…， 
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xz……} 的 序列 ， 这 种 序列 显然 自 收 敛 。 因 此 每 一 常 驻 序列 属 
于 某 一 类 ,显然 ,同一 类 中 只 能 含有 一 个 常 驻 序 列 ， 今 若 

{x, z, TEREI ee} ER, fy, y, ``, Ya ...1 7, 
那么 显然 有 

p(x, y) 一 o(z。7y)。 

现在 来 证 明 X, 等 距 于 空间 X 的 某 一 个 在 X 中 稠密 的 子 
集 X .为 此 我 们 把 含有 常 驻 序列 的 所 有 类 和 取出 来 构成 一 
个 集 X', 在 类 TEX 以 及 构成 含 于 它 的 常 驻 序列 {x,x，……， 
xz， 的 元 xE Xo 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 ,而 且 若 {x}€ x， 
{7} € y, 那么 p(X, y) = p(x, y). 这 就 是 说 ， 这 样 在 Xo。 和 
X' 之 间 建 立 的 一 一 对 应 是 一 个 等 距 ， x 

容易 证 明 X 在 和 内 处 处 稠密 , 即 是 说 , 对 于 任意 数 s > 
0 和 任意 元 Z€ X, BET TEX 使 p(?,2) 二 s。 事实 
E, ix RHEA] {ris tas tta xna s] 取 这 样 的 
使 p(xs, tm) 二 8 对 m > n, 构造 常 驻 序 列 {rns tnt’ 
xn 并 用 z, IN SX PF28928. BA z. EX', 而 且 


KEF ke) = lim p(xmsxn) < S, 


这 就 是 所 要 证 明 的 ， 

最 后 我 们 还 要 证 明 空 间 X, 的 完备 化 除 等 距 外 唯一 确定 ， 
则 是 说 ,除去 等 距 的 空间 不 计 外 , 仪 存在 唯一 个 完备 空间 X 合 
有 一 个 与 X, 等 距 且 在 X 内 稠密 的 子 集 。 事实 上 , 设 Y 是 另 一 
个 完备 空间 而 Xo 在 其 内 稠密 。 那么 每 一 点 ye Y 总 是 某 一 
序列 {z x+2，-… xas t. YC X, 的 极限 ， 因 为 这 个 序列 自 收 
敛 , 所 以 它 确 定 了 某 一 元 z€ X. 令 元 * 与 元 了》 相对 应 。 反 
之 , 设 给 定 元 £ € X BEF. E + > En’ E S T28 Ë p 
一 基本 列 。 因 为 这 个 基本 列 含 于 完备 空间 Y， 所 以 它 定义 了 
某 一 元 外 EY。 我 们 就 令 这 个 元 与 所 成 对 应 。 这 样 我 们 就 得 


. 32 s 


空间 了 和 YY 的 元 之 间 的 一 个 对 应 ， 而 且 这 个 对 应 显然 是 一 对 
一 的 ， 此 外 ,由 于 
p(X, š) kas limp(x,», En) = p(y, g)", 


所 以 这 个 对 应 也 是 一 个 等 距 。 综合 上 述 ， 完 全 证 明了 所 要 结 
£. 

例 l. KWEN. ly 是 由 所 有 有 序数 组 {6,， Ett t> Ško 
0,0,0, >: ITER, 其 中 性 为 任意 实数 , 六 为 任意 自然 数 . 
如 果 

x = {ëi E230 t9 5 y = {m> 237793 9 
H 名 之 后 ,那么 令 


K1 ka 1 
a) = (2716 — w] + 2 lal Y. 
;是 的 子 空间 ,但 不 是 完备 的 ， 例 如 序列 


] 
xı = {1, 0, 0, =}, n= 1 0, 0 


是 目 收 敛 的 : 
PE 
n, 但 在 空间 l; 无 极限 ， 


我 们 用 XX 代表 空间 l 的 完备 化 ,但 在 男 一 方面 加 在 完备 
空间 ) 内 是 稠密 的 ,所 以 X 等 距 于 i,。 因 此 空间 的 完备 化 
是 一 个 与 等 距 的 空间 ， 

例 2， 设 Co[0;,1] 是 定义 在 [0,1] 上 的 所 有 多 项 式 所 成 
的 空间 。 在 此 空间 内 引入 de6ptmes 距离 

1) 容易 证 明 : 在 距离 空间 中 若 rar H ya >y JBA CCxs yn) 了 了 OCX y), 
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pleq) 一 max | P (z) — (z) | , 


空间 Co[0, 1] 显然 不 是 完备 的 。 因为 Co[0, 1] 在 完备 空间 
C[0,1] 内 稠密 ,所 以 空间 Co[0;,1] 的 完备 化 导致 一 个 与 CL0， 
可 等 距 的 空间 . 
例 3. < L;[0, 1] 代表 定义 在 [0, 11 ERA WERK 
p(xzyy) 一 (| Le) 一 yG)!" dz 下 


为 距离 的 空间 .Lp[0, 11 不 是 完备 空间 , 因为 存在 依 乡 次 村 
平均 收敛 于 不 连续 通 数 的 连续 函数 列 ， 这 个 函数 列 目 然 是 
Lz[0, 1] 内 一 个 基本 列 , 但 在 Ls[0, 1] 内 无 极限 。 使 L510， 
1 ] 完 备 化 后 得 出 一 个 与 L,[0, 1] 等 距 的 空间 . 


$6 关于 完备 空间 的 儿 个 定理 


在 完备 距离 空间 内 有 类 似 于 Cantor 区 上 间 套 引 理 的 定理 
RM: 


© è> o ù oo ò ù Ò o o o G % S > è E 9 
t > >è ë 0 


° è ù ù y > ù ù o o s ù o S o Ò o hb O G 


e è ù k o ù ó G eq y hh o GG o G E E y À 9 


FEDRA 
设 所 给 的 闭 球 列 是 
S(ai, 81)， S(a;, 8;)> ° t} SCans En)» °° 
依 定理 的 假设 x 
S$,2S,2Ə ° ° "DS, D s.t (S, = Sans En) ), 
我 们 来 考虑 这 些 球 的 中 心 所 成 的 序列 


lis Q293 °` °, fgs k ë í 
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因为 S,, | CS,, 所 以 anıp € S(a,e,). 因此 
plastp» an) S En. 

从 而 planips an) — 0 
对 ”一 co。 即 这些 球 的 中 心 所 成 的 序列 自 收敛 . 

因为 空间 X 是 完备 的 ， 所 以 这 个 序列 收 钱 于 某 一 极限 
a € X, 任 取 球 Sk (k 是 一 个 固定 数 ). JZ Gks Gk+15 "° ° 5 
akto te BAPER. 由 于 球 S, 是 闭 的 ， 所 以 序列 oi， 
aktis ` 5 akeno 的 极限 4 也 含 于 54, 从 而 


a = lima, 
7i 


含 于 所 有 的 球 . 
今 设 存 在 异 于 a AR b € X 也 含 于 所 有 的 球 , 即 是 说 
| o(asb) = ô > 0, 
既然 < 和 be S,, n=l, 2, … 所 以 必须 有 
ó = pla, b) < plas an) + plans b) < 28,. 
这 是 不 可 能 的 ,因为 e 一 0 对 n — co, 
+. 我 们 可 以 把 上 面 证 明 的 定理 作 某 些 推广 ， 距离 空 
间 有 弄 集 王 的 直径 是 指 如 下 定义 的 数 
d(F) 一 sup p(z,y). 


“定理 1 PA X G 


°° ù ù è p ù ù G o 0 o à o g G 9 G F P 
s. ù ù Ó o eù t ù y ù o QQ p b e U s Ó S 9 ê 9 B 
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证 明 实质 上 同 于 定理 1 的 证 明 . 

如 所 熟知 ,由 Cantor 引 理 建立 的 这 一 数 直线 的 性 质 可 以 
取 做 实数 集 或 数 直线 的 完备 性 的 定义 ， 

闭 球 套 的 类 似 定 理 也 同样 地 特征 化 了 距离 空间 的 完备 
性 ， 
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定理 2 Do uyanata 


交 , 那 入 空间 这 55409. 
设 给 定 基本 列 (x). E ng 使 
LET Xn) < i 
对 任意 p> 0. & SED) z, 为 中 心 :为 半径 的 闭 球 ， 
我 们 有 $, CS. EKE, E x € Sru IBA 


p(x, Eng) < plr, Xapp) + C Xn) 


Hi x € Spe 

球 S, 的 半径 趋 近 于 零 , 所 以 依 假设 存在 一 点 x, 属于 所 
有 的 球 Sk 我 们 来 证 明 x。 是 序列 {x*} 的 极限 .首先 ， 子 序 
列 {tn KAT xo5 这 是 因为 Xo € Si 从 而 


p(x,, Xo) < — a 1 — 0. 


但 这 时 整个 序列 {z* 也 收敛 于 ro AK 
PCxzns Xo) < p(xn, z,,) 十 PCrmkr，xo)， 

而 且 右 端 两 项 可 使 之 任意 小 ,如 采 选 择 n,n 充分 大 的 话 。 定 
理 证 毕 . 

集 M 称 为 第 一 纲 集 ， 如 果 它 可 表 为 不 超过 可 数 个 到 处 不 
稠 的 集 的 并 ， 不 是 第 一 岗 集 的 集 称 为 第 二 纲 集 . 例如 直线 上 
的 有 理 点 集 显 然 是 第 一 岗 集 ， 而 所 有 无 理 点 的 集 则 是 第 二 纲 
集 , 这 由 下 述 定理 容 易 得 出 . 

定理 3 完备 空间 是 第 二 纲 集 . 


假如 不 然 ， 设 完备 空间 X 可 表 为 X 一 U M ns FEIR M ns 
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o n=1,2,; :到 处 不 稠 。 今 取 一 个 球 Sa, 1) 以 任 一 点 4 为 
中 心 并 以 1 为 半径 。 因 为 M, 到 处 不 稠 ,所 以 在 球 Sla, 1) 内 


存在 一 个 球 5(a1, r) 具有 半径 n< > 而 不 含 M, 的 点 ,又 


因为 M, 也 是 到 处 不 稠 的 。 所 以 在 Saor) 内 存在 一 个 球 
o Kann) 具有 半径 r< 2 而 不 含 M, 的 点 。 其 余 照 此 类 


fE. 
这 样 ,我 们 就 得 出 一 个 闭 球 序列 
S(aiy r> S(aj r) +t Sans yp) ° 
其 中 的 每 一 个 都 含 于 前 一 个 ， 而 且 半 径 趋 近 于 零 . 由 假设 
S(a,r,) RAR Mis Mas *tta Ma WA., 根据 上 述 定理 1 
存在 一 点 ao € X 含 于 所 有 的 球 . 但 在 另 一 方面 Go 不 属于 任 
一 集 Ma。 所 以 


a €X = U M,. 


= 1 


这 是 一 个 了 矛盾。 定理 证 毕 . 
$7 käkk A gg 


如 所 周知 ， 逐 次 媒 近 法 或 又 代 芒 对 于 代数 方程 ， 微 分 方 
程 ， 积 分 方程 和 其 它 的 方程 的 解 的 存在 定理 的 证 明 有 很 广泛 
的 应 用 。 这 个 方法 除去 其 广泛 应 用 性 外 ， 它 的 重大 价值 还 在 
于 提供 了 方程 的 近似 解 的 构造 。 各 种 不 同类 型 的 方程 的 逐次 
还 近 靶 在 泛 函 分 析 中 形成 了 一 个 一 般 的 原则 ， 这 了 束 是 压缩 映 
象 原理 (首先 由 波兰 数学 家 S. Banach 得 出 ). | 

定理 1 设 在 完备 距离 空间 X 中 给 定 了 一 个 映 X 于 其 上 自 
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身 内 的 算 子 4。 又 设 对 和 的 所 有 元 ry 
(AG), AG) < aplaz, y), . (1) 
kira < 1 ERREF rR. PAPERA 
得 Ax) = x. 
我 们 称 点 x 为 算 子 4 的 不 动 点 . 
ERHET x € X, BES 
X, — AG). X, 一 A(x)» tta Eg == A(x,_.); ° ° 
我 们 证 明 序 列 目 收 敛 ， 为 此 我 们 先 注 意 以 下 不 等 式 : 
p(xzu z) = plA Cr), A(K)) < apx, x) 
= p(x, A(x)), 
p(x,, z.) = pA(x1) ,A(x2)) < apris x2) 
< a°o(x, A(x)), 


+ . ü S E - “ Ó > s Ó V s. Ó V + s ü š s $ Ó b O Ó í + + Ó š Š o E E 


 .°  . . . š + ú + < E + b Ó ° s. . Š 41 s. + ° . v G V. Ó. Ü Ó = É Š š E . 


此 外 
px», Xntp ) < plxn, Xati) 十 PC Xanti Xanga) +e 
+ p(Xn+p-19 Xapp) 
< (a +a” + eo Hatol, A(x)) 


= ZZE o(Gc4(9) (2) 


依 假 设 0 < 1 ,所 以 

p( x, Xn+p) <q -一 一 一 — plr, AG)2)2. 
Hyo B) AI plxn» Xn+p) 一 > Ü a n—> œ, p > 0. 这 就 是 说 序 
Iir HRA. 既然 空间 和 是 完备 的 ,那么 存在 一 后 x€ X 
而 且 是 这 个 邦 匈 的 极限 ， 


xo = limzr,}. 
fi 
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今 证 Alx) 一 x BX E, 

p( zo A(xo)) < p(xzo xn) + o(x,, ACXo)) 
= p( xos xn) + oP( A(x,-,), A(x0)) 
<Ç p(xo> £n) + ap tnis Xo). 


对 任意 给 定 的 e > 0, 可 选 # 充分 大 使 


E € 
p( tos Xn) < —, p(xXo, xp _1 ) <L —. 
2 20 


由 此 
p(Xo, A(xo)) <E, 
BYA £ > 0 是 任意 的 ， 那么 p(xo, A(xo)) = 0, RH A(x) = | 
如 果 存 在 两 个 元 Xos Yo € X 使 得 
AG.) == Yis A(yo) = Vos | 
那么 p(xo, Yo) = p(A(xo) A(yo0)) < cp(royo)。 如 果 PÈ xos 
y) 0， 那么 由 上 述 不 等 式 a 之 1， 而 这 是 不 可 能 的 ， 证 
E, 
如 果 在 上 述 公 式 (2) 中 令 p 一 co, PARTIRE H #0 
EHRE HEA: 
olx z) < —— olr, AC)). G) 


] — æ 


注 1。 收敛 于 不 动 点 r HEKER *。， 可 以 由 任 一 元 
x《 大 出 发 而 得 出 。 元 * 的 选择 仅 涉 及 txoj 收 敏 于 其 极限 的 
速度 . 
注 2. 有 时 必须 考虑 这 样 的 映 象 4， 对 于 它 来 说 不 等 式 
(1) 不 是 在 整个 空间 而 是 仅 在 它 的 某 一 点 * 的 一 个 财 吊 域 
S(z, r) 成 立 。 这 时 在 算 子 4 上 映 这 个 球 于 其 自身 内 这 一 补充 
假设 之 下 ;压缩 映 象 原理 仍然 成 立 , 因 为 这 时 所 得 的 逐次 通 近 
不 超出 所 考虑 的 邻 域 。 例 如 设 除 (1) 之 外 再 作 补 充 假设 
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plx, A(X)) < (1 一 a)r. 
这 时 ， = x € S(x, r), 那么 AG) ESG, +), 因 为 
plACx), x) < op( AGz2. A(x)) + P ( AG). z) 
< apr, x) + p(x, A(x)) 
< er + (] — a)r =r, 
由 此 我 们 可 以 把 4 看 作 定 义 在 完备 距离 空间 S, r) (Bl 25 
页 ) 上 的 算 子 ,而 且 由 于 它 在 这 个 空间 满足 条 件 (1) ,所 以 依 上 
述 证 明 4 在 SG, r) 内 有 唯一 不 动 点 . x 
现在 我 们 举 几 个 例子 作为 压缩 跌 象 原理 的 应 用 ，. 
用 垂 代 法 解 线性 代数 方程 组 ”我们 考虑 算术 ” 维 空 间 ， 
设 x = {Es Eas teto Eao Y = {mo ms to n y. IE 
p(z,y) = max | š; 一 nl. 
容易 证 明 , 这 样 定 义 的 距离 空间 m, 是 完备 的 ， 在 此 空间 内 考 
BAT y = AG) 由 下 述 等 式 给 定 : 


ti 
n = > ani + b;, r= 1, 2, tt, A, 
f=1 


我 们 有 


p(y1, y2) 一 pz) A(x,)) 


一 max | 一 P| 


> a (ED — #7)) 


j=1 


= _mMmax 


t 


n 
< max >, | a;;] |£ — £| 
£ j=1 
#z 
=< max ` | a;;| max | gj” 一 Em | 
f 了 一 j 


n 
= max > la; | p(xr1, x), 
š j=1 
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现在 如 果 我 们 假设 
> | ci < 1, (4) 


对 所 有 的 i, 那 么 压缩 映 象 原理 的 条 件 被 满足 ， 从 而 算 子 有 叭 
一 不 动 点 ， 由 此 得 出 如 下 定理 . 


O 定理 2 ”如果 矩阵 (o) 满 足 > ;|oi|<1 对 所 有 的 i, 那 
ks 


* 


Ë — >, ajëi= b; i=1,2,...,n) 


j=1 


有 唯一 解 x {EO EO, e, EO) 这 个 解 可 由 任 一 矢量 


x == {is E23 `" "5 En? 出 发 用 登 代 法 得 出 ， 


条 件 (4) 是 保证 王 代 壮 收 全 的 充分 条 件 如 果 在 ”= 维 空 ， 
间 中 下 入 发 外 的 距离 ， 那么 可 得 另外 的 收敛 条 件 。 例 如 设 


p(z,y) 一 JE e- (Ë; — n) s 
那么 对 这 个 距离 来 说 
py Y2) = pACx), ACx,)) 


一 J>! {2 a (£$ 一 2h 
< JA ÈS [> a?i > o — ap} 
5 > aij p( x, X2). 


1=1 j=1 


因此 在 这 个 情形 下 逐次 逼近 的 收敛 条 件 是 


ø n 


` `: aii < 1, 


i=1 j=l 
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积分 方程 解 的 存在 和 唯一 性 ” 设 K(1,s) 是 定义 于 正方 
JÉ a <, < > KEWA. E 


| | K?(t, s)drds < +0, (5) 
Ei f(z) € Lla, b]. 我们 证 朋 , 积 分 方程 
r(¿) = f( + 2 | K(z, s)x(s)ds 


对 每 一 充分 小 的 参数 值 + 有 了 唯一 解 +G) € L,[a bl 考虑 算 
+ 


A(x) =f + 1 | K(t, s)x(s)ds. 


可 证 这 个 算 子 把 每 一 函数 10) € Liab] 映 象 于 同 空间 的 
一 个 函数 。 由 于 JG) € Lla, bl RiEE + 


A(x) = | K(i1, s)x(s)ds 


映 每 一 函数 +G) € Lla, b) 于 同 空间 的 一 个 函数 就 够 了 . 
由 条 件 (5) 及 Fubini 定理 (例如 见 [211) 可 知 KC, s) 对 
Zum tE [a,b] 在 [a,b] EXT t 可 积 ， 由 此 可 知 对 殖 遍 
t E[a,b] K Cauchy-ByaaKoBcKH 直 不 等 式 积 分 
| K(z, s)x(s )ds = y(#) 
存在 ,和 而且 


X= | KG, Das) 
< | K°(z, s)ds j x (s)ds, 
因为 | | xd5 


是 常数 且 由 Fubini 定理 与 条 件 (5) 知 
j, K?(t,s)ds 


° 4? ° 


关于 : 在 [a,5] 可 积分 ， 由 此 
| 04: < | | K'(1, Daras | lds. 


现在 我 们 来 计算 (AG). 40)). 我 们 有 
p(A(x), A(y)) 


== l Ki 1 | xG, sj)xCs)ds 一 1 | KGs yal 
= lll) ( [KED 一 TOA asl 
BES (z, s)dt ds) (1 [x(s) — y(s) Fads y 


g 


| 
<Ial( 
| 


= (f RG deds} ez 
如 果 
1 
“ead’  @ 


那么 压缩 映 象 原理 的 条 件 被 满足 ， 从 而 对 满足 条 件 (6) a 
值 ， 积 分 方程 的 解 存 在 且 
唯一 ， 
对 偏 微分 方程 的 应 用 
作为 第 三 个 例子 ， 我 们 
来 讨论 具有 两 个 变数 的 二 
阶 氢 线 性 双 曲 型 方程 的 
Cauchy 问题 
= REYE rOy (图 1) 
给 定 这 样 一 条 光 靖 曲线 
AB ERE FI x 轴 或 y 轴 的 直线 最 多 与 它 相 区 T — F. 
现在 我 们 要 求 出 一 个 水 数 w(x, y) 在 曲 边 三 角形 ABC 内 部 
WED E 
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Wry 一 CA Ys Us Urs wy ) ， 
而 且 沿 AB u, uz Z= p, uy = q 取 已 知 的 连续 值 。 不 失 一 般 
性 ,可 认为 这 些 值 恒 等 于 零 ( 见 [9], 第 二 卷 ,第 V 章 $5), 如 所 
周知 , 解 这 个 Cauchy 问题 还 原 成 解 非 线性 积分 方程 
| ulx,y) = | J (Ë snsul Esn): Esn) ty (Ë ,n))dE dn. 


M PO 
我 们 考虑 在 闭 曲 边 三 角形 ABC 上 连续 而 且 具 有 连续 一 
阶 偏 导数 的 图 数 u(x,y) 所 组 成 的 空间 鲜 。 距 离 由 公式 
plu, v) 一 max|u(x, y) — v(x, y)| 
+ max. u (r, Y) — ve(x, y)! 
十 max uy(z, y) 一 sy (x, y)|. 
容易 验证 ， 对 这 样 定 义 的 距离 X 是 一 个 完备 距离 空间 。 在 这 
个 空间 内 的 收敛 是 函数 序列 及 其 导数 序列 在 ABC 上 一 致 收 
敛 于 极限 函数 及 其 导数 ， 

我 们 设 在 自 变 量 z,y,u, b. q 的 空间 内 当 点 M(x,y) 不 
超出 4BC 且 对 某 一 常数 a, jul <a, |P] <a, lgl < a Bi, 
函数 /(z, y, xp， q) 关于 它 的 变量 的 全 体 连 续 而 且 关 于 变 
È u, b, q 满足 Lipschitz 条 件 : | 

[fCx, y, u, Pa q) — f(x, y> 8, Po 2) | 
< L{|u— ï| + |p— | + lg- l), 
其 中 工 为 某 一 常数 ， x 

特别 ， 由 此 可 知 /(z, y, u, b. q) 在 所 论 及 的 区 域内 是 
AR. 

今 在 空间 X 内 引入 算 子 

Cæ, y) = UG) = || G, n, us tes uy)dkan, 
MPQ | 
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注意 


Vr(x,Yy) = | f(x, Ns Hs Hres uy )dm, 
ỌM 


v (x,y) = | fË, Ys Hs frs ty )dš, 


PM 


我 们 得 
[v(x, y)| SKE, |v(x, y)| < Ka, [v(xy)| < Ka, 
其 中 K = sup| f(r, Ys ts Po q) | 


对 M(x,y)€ ABC ,和 |u| Sa, p| Sa, lal<a, B. 
d 是 距离 AC 和 BC 中 最 长 的 一 个 ， 如 果 设 关系 


Kë < — 和 Kd < — 


成 立 , PAATURZE XMR SO, a) 于 其 自身 , 在 此 
0(z,y) 是 恒 等 于 零 的 函数 ， 此 处 我 们 有 


max | > — F| 
ABG ~ 


< max | | ICE, n° “s Hys ty ) — IG, UË i, lrs žy )|dëdn 


ABC ü Po 


< max || L{lu— | + |, — g, | + luy — ï| }dëdn 


ABC 


MPO 
< Ldplu, u). 
H, 
max| v, — r| < Ldplu, #) 
max|vy — ù| < Ldo(u, ù). 


如 果 我 们 设 LP < Z B La < 二 ,特别 是 如 果 设 2 充 


分 小 ， 那 么 算 子 U 实 现 了 球 5(0, a) 到 其 自身 的 压缩 映 象 
由 此 得 出 如 下 定理 . 
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定理 3 REET A AB BAPAT 于 坐标 轴 的 任 一 


t è ù ù ò í G k y @ Gó 09 G @ F ° 9 


H xy = f(x, Ys Us lxs kaka _ 


Lipschitz RF. 

那么 如 采 三 角形 ABC 充分 小 ， 则 在 六 网 在 在 方程 (7 后 
解 且 此 解 随 其 二 阶 导 在 4B LAF. 

利用 压 纠 上 映 象 原理 还 可 以 导出 男 外 的 许多 结果 ， 其 中 的 
一 些 将 在 以 后 谈 到 。 这 个 原理 是 不 动 点 原理 这 一 理论 中 最 简 
单 的 。 当 我 们 研究 了 距离 空间 内 的 紧 集 时 ， 我 们 将 过 到 由 


J. Schauder 发 现 的 另外 的 不 动 点 原理 ( 见 [23 了 )， 


$8 可 分 空间 


空间 X 称 为 可 分 的 ， 如 果 在 此 空间 内 存在 一 个 可 数 称 密 
集 的 话 。 换 名 话说 ,如 果 在 空间 X 内 存在 一 个 序列 
Xis Xas `" "o Ypg °`" (1) 
使 得 对 任 一 * 《和 总 存在 (1) 的 子 序 列 tno Ents xzok 
收敛 于 z. 
设 X 是 距离 空间 ， 那 么 可 分 性 的 定义 可 叙述 如 下 : E2 
间 X 内 存在 一 个 序列 (1) 使 得 对 任意 8 > 0 和 任 一 x EX, 在 
(1) 中 存在 元 ta WE Ptn) < E, 
. n 维 欧 氏 空间 上 , 可 分 事实 上 空间 ,内 具有 有 理 数 坐 
标的 所 有 点 的 集 Es 是 可 数 的 而 且 在 E, 内 稠密 的 . 
”CLI0,1] 空间 可 分 在 空间 C[0, 1] 内 考虑 具有 有 理 系 
数 的 所 有 多 项 式 的 集 CoCo 是 可 数 的 。 容易 验证 Ce E CLO, 
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1] 内 稠密 。 事实 上 ， 任 取 xC(z)€ C[0,1]. H Weierstrass 定 
理 存 在 多 项 式 p(z) 使 


max HORE AOINE- > 
AH e> 0 是 预先 给 定 的 。 但 在 另 一 方面 显然 可 以 找到 另 一 
个 具有 有 理 系 数 的 多 项 式 po(#) 使 
max IPG) 一 pol#)| < > 

由 此 p(x,po) = max | xC) 一 pt)| < e, 
这 就 是 所 要 证 朋 的 ， 

i, 空间 可 分 设 Eo 是 形 如 {ris ris ° 5 Tas Ü, Ü, ° ° .; 
的 所 有 元 的 集 ， 其 中 r 是 任意 有 理 数 ,2 是 任意 自然 数 。 E, 
可 数 。 今 易 证 E, 在 1, 内 稠密 。 事 实 上 ， 任 给 r = {Ẹ;} Elp. 
任 给 e > 0, 可 定 自 然 数 = 使 

2 Er|? < — 


k=n + i 2 
其 次 再 选 Xo = {ris r25 "yp Ü, Ü, -HE 
> [Eg 一 rif < s 
k=1 2 
由 此 得 出 | 
[pCx, x) = > lš — r + > jil 
k=1 太一 好 十 于 
<° ie, 
2 2 
从 而 p(xz，xo) < E, 
得 所 欲 证 ， 
空间 L,[0. 1] 可 分 事实 上 ,出 Lebesgue 积分 的 绝对 
连续 狂 ( 见 [21]) 可 知 空间 L,[0,1] 内 任 一 函数 x(z) 都 是 由 
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TRAH 
x(z) E kOl < 
0 若 Ol >n 
定义 的 有 般 可 测 遂 数列 rO BJ p REYR. 此 外 再 由 
Jiysan 证 明 的 可 测 函 数 的 C 性质 〈 见 [21])， 即 知 任 一 有 帘 
可 测 函数 是 连续 函数 列 的 p 寡 平 均 极 限 。 另 一 方面 ， 其 有 理 
系数 的 多 项 式 的 可 数 集 在 C[0, 1] 空间 的 距离 的 意义 下 在 
C[0, 1] 中 秽 密 ,从 而 也 在 空间 L ,[0, 1] 的 距离 意义 下 稠密 . 
结果 ,这 样 的 多 项 式 的 全 体 在 L,[0,1] PARMA Lp[0,1] 
可 分 。 

S 空间 可 分 设 E。 是 形 如 {ris r, ` `o r s O, 0, -::] 
的 所 有 集 ,其 中 r; 是 任意 有 理 数 , ?是 任意 目 然 数 。E, 可 数 . 
今 证 在 E, 内 可 选取 子 序列 收 伍 于 任 一 给 定 的 元 

£ 一 {E> 7E `... Ën -+J ES, 

今 对 每 一 可 以 构造 一 个 有 理 数列 (roy. k= 1, 2,………， 
Xf k >o ATF En. A E。 内 的 元 列 4x“’}, 其 中 


z) = {7 rO, ... 70). 0, 0, ee} 


容易 验证 V >r XP k— oo 。 事 实 上 ， 为 了 证 明 这 一 论断 
只 须 指出 x 中 的 第 4# 分 量 当 = 一 co 时 收敛 于 x 的 第 = 分 量 ， 
但 这 是 显然 的 ,因为 寿 取 充分 大 的 《之 2 我 们 将 有 
|Ë, 一 r) < e. 
空间 m 不 可 分 考虑 mw 的 元 + = (Ey 集 , 其 中 总 一 0 
或 1。 这些 元 的 集 具 有 连续 统 的 势 . 由 此 集 内 取 两 个 不 同 的 
JÚ x = (Ë) M y= {n}. 那么 p(x,y) 一 sup| š; — y| = 


1 ,因此 我 们 有 不 可 数 个 元 而 两 两 之 间 的 距离 为 一 ， 由 此 可 以 
断定 所 是 不 可 分 的 ， 
事实 上 ， 如 果 在 所 内 存在 可 数 稠 密集 £6。。 以 E, 的 每 一 


1 á o 


x (z) = | 


Spa Ur ia Hh gaip lp- Hri aa R =i: ett mT mia en ra T T 


元 为 中 心 作 一 半径 为 一 = 的 球 ， 那 么 空间 mw 的 所 有 元 将 
全 部 落 在 这 些 球 内 。 因 为 这 些 球 是 可 数 的 ， 所 以 在 上 面 考 虑 
的 不 可 数 集中 至 少 有 两 个 不 同 的 元 * 和 ?y 落 在 同一 球 内 。 设 
此 球 的 中 心 为 zo J Z, 


l = p(x, y) < p(x, z) + p(Xo, < += 
这 是 不 可 能 的 。 从 而 不 可 分 ， 但 是 可 以 证 明 ， 作 为 空间 


的 对 空间。 是 可 分 的 ， 
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第 二 章 ”线性 赋 范 空间 
$1 线性 空间 


在 许多 具体 空间 的 讨论 中 ,我 们 将 看 到 这 些 空 间 的 元 ( 通 
数 ;数列 以 及 其 它 ) 彼 此 相 加 后 以 及 乘 以 常数 后 仍 是 同一 空间 
的 一 个 元 ,由 这 些 具 体例 子 出 发 ,我们 导致 线性 空间 的 一般 
EX. 

定义 设 了 是 某 些 类 型 的 元 的 集 ， 且 设 五 满足 下 述 公 
理 ， 

L EE 关于 群 运算 是 一 个 Abel 群 . 

这 就 是 说 ,对 任 两 元 x、y€ E 定义 了 它们 的 和 x 十 7 而 
且 也 是 同一 集 互 的 元 。 此 外 加 法 运算 满足 条 件 : 

l) zx 十》 一 》 十 x( 可 换 性 )， 

2) zx + (y + z) = (x= + y) + z AE) 

3) 存在 唯一 确定 的 元 0 使 得 

x + 0 = x 

对 五 内 任 一 * 成立， 

4) 对 每 一 元 z€ E 存在 同 空 间 内 唯一 确定 的 元 《一 x*) 
使 得 

x + ( —x) = 0, 

我 们 用 x 一 7 代替 x + (一 y). 

元 0 称 群 E 的 零 元 或 零 ,元 一 x 称 为 * IAT. 

IL. EXT ERIC rsy, z,o 与 实 ( 复 ) 数 1，p，2， ° 
的 乘法 。 而 且 ir 也 是 集合 互 的 元 并 满足 条 件 : 


. 5S0 。 


1) 4(px) = Gu) (REAR) 
2) Alr +y)= ¿x+ ly, (å + u)r = 4x 十 ur (PN ` 
分 配 律 )， 
3) 1 : x = x, 
满足 公理 1 和 H 的 集合 E 称 线性 空间 或 矢量 空间 |. 
随 着 用 以 作 乘 法 的 数 元 为 实数 或 复数 ， 我 们 依次 称 X 
实 空间 或 复 空间 ?。 
例 1. n 维 实 矢量 的 全 体 E, 构成 一 个 实 线 空间 。 
例 2. zz 阶 齐 次 线性 常 微分 方程 的 复 值 解 的 全 体 构 成 一 
个 复线 性 空间 . x 
例 3， 实 ( 复 ) 空 间 C[0, 1], L,[0, 1] 的 元 的 全 体 构成 
一 个 实 ( 复 ) 线 性 空间 . x 
#| 4. 实 ( 复 ) 空 间 m, c, 1, 的 元 的 全 体 构 成 一 个 实 ( 复 ) 
线性 空间 ,这 时 元 * 二 {6;} 5 y = (m) 的 和 ,有 如 通常 ,是 
指 元 | 
r+ y = {E + ms E2 + m ttt Ë, F nas tt 15 
元 zx 与 数 4 的 积 是 指 元 
lx = {Eis Azs Ctto Ans - j. 
现在 我 们 由 线性 空间 的 公理 得 出 一 些 简 单 的 推论 。 
1. 0 .x 一 07, 事实 上 
x= ] - x< = (1 + 0)x = 1] * x + 0 ° x = x + 0 °: x, 
由 此 
a+) =x+ 0: x+ (—x) 
或 0 一 0 十 0.x 一 0 x. 


1) 在 第 13 页 ,空间 一 语 是 另外 的 意思 。 但 是 在 以 后 我 们 讨论 的 所 有 线性 空 


间 都 将 引入 序 列 极 限 概 念 ， | 
2) 我 们 用 记号 0 既 代 表 数 零 也 代表 线性 空间 的 零 元 。 但 由 所 论 及 的 内 容 不 
难看 出 我 们 所 用 的 记号 指 的 是 什么 意思 ， 
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2. (一 1)x = 一 x， 因 为 
(一 1)x + < = (—1 十 1)x = 0* = 0, 
3. 1: 0 = 0, Ñ 2 
, ° 0 = 1[z + 1 — x] = år + 1(— x) 
| = ¿x + (—¿)x = ¿x — ir = 0, 
4. 若 zx= pr H r= 0,8BZ = z, 事实 上 , 若 r= 
ux i] 4x 一 px 一 0, 或 (4 一 pp)x 一 10. 由 此 ,如 果 设 4 
us BD 2, x 


1 
— u 


l e (¿4 一 u)r = 0=0, 
— H A 


这 是 矛盾 . 
顺便 提 一 下 ,若是 线性 空间 ,那么 加 法 的 可 换 性 是 其 余 
公理 的 推论 。 事 实 上 x 
(* + y) — ( + x) = (x + y) + (—1)(y + x) 
| = x+ y + (—1)y + (—1)z 
= + + [y + (—y)] + (—1)x 
一 x 十 0 十 (一 1)x | 
= x 十 (一 1)x == 0, 
最 后 我 们 说 两 个 线性 空间 互 和 E' EAR WREE E M 
E’ 的 元 之 间 可 建立 一 个 到 上 的 一 一 对 应 而 且 这 个 对 应 保持 代 
数 运算 ， 即 是 次， 如 果 
x<—>x H yy’, 
BZ r + yr +y, B. 21x—2'. 
在 线性 空间 中 可 以 引入 元 的 线性 相关 和 线性 无 关 的 概 
念 ， 线 性 空间 的 元 


is X25 ° ° "5 Kn 


称 为 线性 无 关 的 ,如 果 由 等 式 


Àx + Àx + -+ Antan = Ü 
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得 出 1, = 1, == -* - = 1, = 0. 
反之 ,如 果 存 在 不 全 为 零 的 数 
his 1 
使 fixi + lari F eee + Artnr = O, 
那么 元 ti x;,……, z, 称 为 线性 相关 的 . 


或 者 令 3 = js 

ts = QX 十 Gx, + `: + Opinie 
在 这 个 情形 下 我 们 说 元 x。 是 元 r rat xni 的 线性 组 
合 。 


RERE “线性 空间 E 的 一 个 非 空子 集 工 称 为 一 个 线性 
MJE » 如 果 工 的 任意 有 限 个 元 Xis X25 ` ° * 5 Xn 的 任 一 线性 组 


合 


ixi + ax, + +`" + C,Z, 
都 合 于 工 ， 
注意 ,每 一 线性 流 形 都 含有 0 元 。 事实 上 ， 因 为 工 非 空 ， 
所 以 它 含 有 某 一 元 z. L 既然 为 线性 流 形 , 所 以 它 含 
一 = (—1)x 
从 而 也 含 * + (—*) = 0. 
HEZ FZ kE 2S ARI k INE J tis t29 `" "5 r+. PT n] 


k 
能 的 和 D oix; 显然 构成 互 内 某 一 线性 流 形 Lo。 事 实 上 , 若 
Ty RA | 
k 
y; 一 > aixi, 
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的 形式 ,那么 这 些 元 的 任 一 线性 组 合 由 等 式 
k 
Ayi + Aay 十 ° + ¿,y, 一 > B; x; 


可 知 也 是 +o zo …，xk 的 线性 组 合 。 这 样 构造 的 线性 流 形 
L TRER tis t2 tto zk 的 最 小 线性 流 形 (所 谓 最 小 是 
指 任 一 个 含有 元 tis tzo x, 的 线性 流 形 工 都 含 Lo). 
含有 有 限 个 元 的 最 小 线性 流 形 的 定义 显然 可 以 推广 到 仿 
无 穷 个 ,例如 含 可 数 个 元 的 情形 . 事实 上 , 设 给 定 E 的 元 {xi， 
tas tto Xn，>"""} 的 可 数 集 。 含 有 这 些 元 的 最 小 线性 流 形 Lo 


k 
是 指 形 如 Ds 的 所 有 可 能 的 和 扩 成 的 集 , 在 此 不 仅 2; 是 
任意 数 而 且 有 & 也 可 以 取 任 意 目 然 数 。 含 有 已 知 元 的 最 小 线性 


AEEA REAT EA 
如 果 空 间 E 的 线性 流 形 工 由 有 限 个 元 所 产生 ， 那 么 工 称 
为 有 限 维 的 . 设 工 由 元 zo +s，… sx。 所 产生 且 这 些 元 线性 


无 关 , 那 么 =” 就 称 为 线性 流 形 工 的 维 数 。 在 此 情形 下 ， 元 x， 
tas … ,xs 的 全 体 称 为 工 的 一 个 基 "， 如 果 元 za zao Z, 
线性 相关 ， 那 么 这 个 流 形 的 维 数 是 指 ri x;，*…-， x。 中 线性 
无 关 元 的 最 大 数 。 

换 句 话说 ,线性 流 形 工 称 为 维 的 ,如 果 在 工 内 存在 2 个 
线性 无 关 的 元 而 且 工 的 每 (2 十 1) 个 元 均线 性 相关 ， 

如 果 在 空间 E( 或 线性 流 形 二) 内 ,对 任意 自然 数 n, 总 存 
在 # 个 线性 无 关 的 元 ， 那 么 空间 E( 或 线性 流 形 L ) 称 为 元 穷 
维 的 ， 例 如 ,我 们 不 难看 出 空间 CO, 1] 是 无 穷 维 的 。 


1) 某 些 无 穷 维 空间 的 基 的 定义 将 在 以 后 给 出 ， 
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丰 和 ”现在 我 们 引入 把 一 个 线性 空间 分 解 为 两 个 或 二 个 
线性 流 形 的 直 和 这 一 概念 ， 设 E 是 一 线性 空间 , Li Litet 
L, 是 含 于 它 的 线性 流 形 。 如 果 瑟 的 每 一 元 x 都 可 以 唯一 地 
表 为 

x = x, + x; + ::`- + x,, x;€ L; t= 1, 2,:`* * , p (1) 
的 形式 , 即 是 说 在 每 一 L, 内 存在 唯 -元 x; 使 (1) 成 立时 ， 我 
们 就 说 巨 是 线性 流 形 L,, La es L, WAR B (1)58438289 
元 zx 依 Lio L，.…， 上。 的 元 的 直 和 分 解 . | 


在 此 情形 下 ,我们 把 空间 5 记 成 
E = 5 PL; 


i=] 


不 难 验证 ,如 果 
s — > er， E. Lj, - > DLP, 


那么 E= S) > eL. 


#=1 


事实 上 ,每 一 元 r€ E HRA 
:一 -DGP HPH . + z), 


x; € L;, 1k € LP, 
而 且 这 个 表现 是 唯一 的 。 因 为 若 
x = >: r, = 5 (ZP + FP + +... + O) 


£ =1 


为 * 的 男 一 表现 ,那么 由 元 r€ F 关于 线性 流 形 Lis Las ** °, 
L, 的 元 的 分 解 的 唯一 性 我 们 有 
r; = xi + zD +... + xÜ 
= Z ER + o + Z — š, 
再 由 元 rE L, 关于 线性 流 形 r, L, eea L 的 元 的 分 
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解 的 唯一 性 ,所 以 也 有 

xP = IP, i=1,2, ,7n,k=1,2,..., Mj. 

不 难 证 明 ,如 果 E= LOL, P4 L, E. L, 仅 有 空间 
那么 对 元 x*e E 除了 有 表达 式 

x = y + z, yE L, z€ L:s 
之 外 ,还 可 以 表 成 
x= (y — u) + (z + s), y — z€ L,, z + z€ L,, 
而 异 于 第 一 表示 法 ,这 显然 是 不 可 能 的 。 
反之 ,如 条 任 一 元 r€ E 可 表 为 
l x= y +r, y€ L,, z€ L, (2) 
H. L, L, 0, 那 入 E = LL.. 

为 了 证 明 这 一 论断 ， 只 要 建立 表达 式 (2) 的 唯一 性 即 可 ， 

Egs 

xz=y+z=y+ Z, y, yE L,, z, Z€ L,, 
Pl) y —7 =Z — z, y—y€6€L,, ?2—2é€L,. 
由 所 给 的 假设 可 得 

7 一 一 4 一 5 一 0， 即 y= y, z=2z, 
这 就 是 所 要 证 明 的 ， 

在 某 些 情形 下 考虑 两 个 或 数 个 空间 的 直 和 是 有 用 的 ， 

设 E E;,'**,，E， 为 线性 空间 .考虑 这 些 空 间 的 元 的 
所 有 有 序 组 x= (x, ,Xn)， Xi€ E,, 1=1,2, ">n, 
设 给 定 x= (o mp ……，xa)，》 一 (yy t*a Yn) 和 数 
2 ,我 们 令 

o aty = (atys r, + yo yn), 
Lx = (Axis Axi, ***, ¿x,). 
A P Ww EA] Pea V.BJJH2 s PEI K MKOESTA, REDEA 
理 被 满足 ， 因 此 这 样 的 有 序 组 的 集 X 是 线性 空间 . 
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Be NY 


WRA E, 为 距离 空间 ,那么 也 可 使 了 成 为 距离 空间 ， 
例如 令 
o( x, y) 一 max pC xis Y) 
或 x p(x, y) ~ | > e (x; Yi) ， 


其 中 o(x;, y 代表 空间 E, 的 点 x; 和 y; 的 距离 ， 
由 空间 É s E,, .... E, 的 完备 性 可 得 出 X 的 完备 性 。 


”这 个 证 明 留 给 读者 . 


A. 设 对 任 一 i, E, 为 数 直 线 , 那么 >E; 依 上 述 第 


二 种 方法 赋 以 距离 为 + 维 欧 氏 空间 *. 

商 空间 ”考虑 线性 空间 E 以 及 含 于 它 的 某 一 个 线性 流 形 
L. 空间 E 作 为 对 加 法 运算 的 群 可 以 依 子 群 L, 分 解 为 剩余 
类 。 邵 是 说 空间 互 可 分 解 为 形 如 + + L, (EH JE W rty, 
y € 工 ,的 元 的 全 体 ) 的 集 , 其 中 <€ E. £ L = x + Les BBA 
FJA z z€ L 当 且 仅 当 xi rne Le WAE EE, R 
们 称 工 为 一 个 剩余 类 . 

若 mm6 工 ,那么 工 的 另外 每 一 元 总 可 以 写成 x= + x, 
其 中 x'€ Lo。 因 此 可 以 说 工 是 线性 流 形 L, 经 过 平移 到 zo 而 
得 的 . | | 

令 E|L, 代表 所 有 类 工 所 成 的 商 群 。 而 天 是 由 LAr 
平移 而 得 的 剩余 类 . 

在 E/L。 内 加 法 运算 定义 如 下 。 设 L, 和 Le PAM 


*) H X = {Cris X99 其 中 +>; € E. & L; = {0s 
O, ---s xis 0s t- 0C X. 则 大; 作为 的 流 形 与 有 同 构 > 故 X= 


2; @E;.— HÉ 
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Lit L: 是 指 由 所 有 和 zí + xz 所 构成 的 剩余 类 ,其 中 +, € 
Lis nE L;。 但 我 们 必须 证 明 L, + L, 确实 是 一 个 剩余 类 ， 
因为 震 Xi 十 x, 种 xi + r; 是 这 个 集 L, + L, 的 两 个 元 那么 
(xi + x1) p (x 十 x2) = (x, 一 xi) 十 (x; — x>) 
| = x, + yo € Los 
这 是 因为 m，)e L, B. L, 是 线性 流 形 之 故 。 由 此 可 知 
L, + LCL, 式 中 工 代 表 基 一 剩余 类 . SE y 是 这 个 类 的 任 
一 元 ,那么 取 含 于 工 的 元 z 十 x; (这 是 可 能 的 ,因为 工 忆 乙 : 十 


ZL,) 我 们 将 有 
y — (x, + r) = x€ Los 


从 而 y = (x, + r) + x° = x, + X> 
其 中 x,€ L, Z,= x, + z€ L, Wik LECL, + La MAT 
Li 二 + L, = L. | 

同 理 可 证 ， 形 如 Xx z€ L, 2 0 的 元 的 全 体 4L 也 是 
一 个 剩余 类 .再 依 定义 令 0 ' 世 一 ZL 对 任 一 L€ EjLo. 不 难 
验证 E/ L, 满足 线性 空间 的 所 有 公理 。 这 时 L, 是 空间 E/ L, 
的 毗 元 ， 再 注意 一 下 , 若 Le 五 /L。 含 空间 五 的 零 元 0 ,那么 
L5 L 重合 ,因为 在 这 个 情形 下 任 一 元 reL 有 如 下 形式 

| x = 0 + x = x€ L... 

而 反之 也 成 立 . 

空间 E/L, 称 为 E 关 于 L 的 商 空间 . 


W. Æ C[0,1] 内 考虑 在 + 一 二 点 为 零 的 所 有 ES 


函数 所 成 的 流 形 C。， 今 证 对 应 的 商 空间 同 构 于 实 直线 . 
事实 上 ， 设 <(O 和 y(z) 属于 关于 C6 的 同一 剩余 类 . 即 
1 1 1 (A) ; ` ZE EI —. 
剩余 类 的 函数 在 : 一 — 有 同一 值 , 在 每 一 剩余 类 内 取代 表 元 


° 5B e 


rG) = tonst， 我 们 得 出 滑 数 的 集 与 剩余 类 的 集成 一 一 对 应 ， 
不 难 验 证 这 个 对 应 也 是 一 个 同 构 ， z 

可 以 证 有 明 , 如 果 E = EDE, BA E/E, 与 E, 同 构 ， 

实 空 间 与 复 空间 关系 ”对 复数 来 说 ， 除 去 代数 运算 外 取 
共 轿 运算 | i 

a +ib =a — ib 
也 是 十 分 重要 的 . 

因此 我 们 目 然 地 在 复 空间 定义 相似 的 运算 一 一 对 合 . 

对 合 是 指定 义 在 复线 性 空间 的 所 有 元 r, ys z,e 上 的 
-MBR CEET rsy, z, 依次 与 *, y, Z, 成 对 
应 且 满 足 | 

1) x + y = x + y, 

2) 4x = ¿xG 为 复 因子 )， 

3) (w) = z = x”, | 

HHK E BJJG rE E WE z = x, 我 们 就 称 它 为 实 元 。 如 

x 一 一 *， 我 们 就 称 * 为 纯 虚 元 。 显 然 , 如 果 * 为 实 元 , 那 


果 

A ix HART. LEY 为 纯 虚 元 ,那么 二 ) 为 实 元 ， 因 此 统 

虚 元 y 的 全 体 与 形 如 ir 的 元 的 全 体重 合 ,其 中 * 为 实 元 。 
任 -- 元 rE E 可 唯一 地 表 为 x= < 十 iv WEA, Hp 

“ 和 v 为 实 元 . 


事实 上 , 令 u= E, 一 一, 则 u + iv = x, u H. 


¿= G FE) = TG +P) = TG +) = x, 


D 若 在 玉 内 定义 了 元 列 的 收敛 概念 那么 我 们 也 引入 补充 要 求 : 
4) 由 xs > < A x= > x, 如 对 合 是 连续 的 . 
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~ l —ç ] /- _ = = lv, _ >) — 
7 z; (x — x) . 7; (x — x) TAC x) =r, 


Fll u 和 > 为 实 元 . 
又 元 26E E 的 表现 += ww 十 iv 是 唯一 的 , 即 是 说 , 若 
一 4 十 1272 = £ tis, (3 ) 
那么 z= ú, += e, 
事实 上 ,由 (3) 可 知 w 一 + 一 ;G — r), HR z, e, z, š 29 
实 元 。 此 外 


u 一 1 一 和 一 上 一 1 一 1 了 


i(e— v) v) = (s — p) = —ils— v), 


因此 u — z = ils — v) 
即 i(s — v) = —i(s — v) 
从 而 s— v= Îl, +$ == v, 


由 此 也 有 >* — z = 0 Bl z 一 /。 

以 上 我 们 证 明了 空间 也是 两 个 实 线性 空间 的 直 和 。 因 而 
在 许多 问题 中 研究 复 空间 还 原 成 研究 实 空间 。 

注意 ” 维 复 空 间 是 2” 维 实 空间 . 

在 以 后 当 我 们 谈 到 线性 空间 时 ， 若 不 作 特别 声明 时 部 指 
的 是 实 线性 空间 . 


$2 线性 赋 范 空间 


定义 ”如果 一 个 线性 空间 同时 也 是 一 个 距离 空间 ， 那 么 
我 们 称 它 为 线性 距离 空间 *。 一 类 重要 的 线性 工 离 空 间 是 B 


(Banach) 空间 ， 
R ERA — TRER ER, 如 果 


*” 也 要 求 空 间 的 线性 运算 关于 距离 所 导出 的 收敛 是 连续 的 ， 一 -- 译 独 注 
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1. 已 是 一 个 实 ( 复 ) 线 性 空间 . 
x 2. 对 空间 的 每 一 元 * 有 一 实数 与 之 对 应 , 此 实数 称 为 
元 * 的 范 数 并 记 作 上 zi， 此 外 并 设 元 的 范 数 满足 下 述 条 件 ( 江 
1) ieil 20, H jx 二 0 当 且 仅 当 x = 0, 
2) |= + y| < iel + iyi (三 角 公 理 )， 
3) ljal = jaile. x 
在 线性 赋 范 空间 可 以 借 等 云 
elx, y) = ||: — yl 
5| 人 距离. 不 难 验证 , 这 样 定义 的 p(x，y) 确 满 足 距离 公理 ， 
引 和 人 距离 以 后 可 以 定义 元 列 {z,j 收 和 敛 于 元 zx 的 概念 , 即 是 说 
| r = llim <, 
或 xr, 一 + EH les — xel >—0 当 n— co, REER FE WA 
范 至 闻 凡 定义 的 收 侠 称 为 依 范 数 收 食 ， 
如 果 线 性 岂 范 空间 在 依 范 数 收敛 的 意义 下 是 完备 的 ， 那 
AMERRE Banach ZER B 空间 ， 
OAL n 维 矢量 空间 可 使 之 成 为 下 空间 。 事实 上 定义 它 
的 元 的 加 法 以 及 数 乘法 有 如 通常 ,并 用 等 式 


ll — (> a) 


定义 范 数 , 那么 E, 是 一 B 空间 ， 而 且 由 此 苑 数 在 ,引入 的 
距离 即 前 面 对 E. DIAKEN. 

#2. C[0, 1 是 一 下 型 空间 。 函数 的 加 芒 以 及 数 乘法 
有 如 通常 。 此 外 再 令 


Izl] = max|z(21. 


由 它 得 出 的 距离 和 以 前 的 一 致 . 
例 3， l, 是 一 8 空间。 事实 上 , 元素 的 加 法 以 及 数 乘法 


s. GÍ ° 


有 如 例 1( 见 51 页 ), 且 令 
Jl = (3 181) 


这 个 B 空间 内 的 距离 也 和 以 前 引入 的 一 样 . 
例 4. Lbs[0,1] 是 BB 空间。 这 时 对 zG)€ L,[0., 1] 
令 


1 
pP 
* 


ll = (| ola P. 


这 个 8 空间 的 距离 和 以 前 在 L,[0, 1] 内 所 引信 的 一 笋 ” 

例 5，m 是 BB 空间。 事实 上 , W >= (5) Ell = 
sup|š;| ,我 们 得 出 一 个 BB 空间 , 它 的 距离 和 以 前 对 mw 引入 的 距 
离 一 致 . 

#| 6. M[0,11 是 8 空间 .事实 上 ,对 [10,1] 上 有 界 可 测 
ARA x(z) 可 令 

Hel = vrai max| x(2)|. 

例 7. ZBE [0,1] 上 定义 的 具有 直到 《 阶 连续 导数 的 

连续 函数 rG) 的 全 体 。 在 这 个 空间 内 引 人 范 数 


和 人 = max{max| z(z2)| , max| C) | > max| zt) (2)|). 
这 样 得 出 的 也 空间 记 作 C4[0, 1]. 这 个 空间 在 变 分 学 中 有 
ERM HI, 

由 关系 式 


|x, + y,) 一 《x 十 9 三 xz; — z]| + ly, — yl. 
上 xs 一 dal) < Jal |=, — ell 十 14, — à llil, 
RR ra> r, y > y, 1,— 4 时 ， 
x, t y, >rt y, ¿,x, — Lx, 


*》 在 这 个 空间 内 任 两 个 列 遍 相等 的 函数 必须 看 做 代表 L [O, 11 的 同一 
元 ,否则 xG = 0 不 能 保证 E= E 
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此 外 lz|= liy + G — | < lyll + le — yl, 


或 lel — lyi < ie — yll. 
交换 x 和 > 可 得 x 

Hy — iel < lx — yil 
从 而 Hel — Hyll| < e — yll 


HERAA x, — z, WA | 
lel — l|=ll. 

Wile 455 35 PF21271. 

因为 线性 峰 范 空间 是 距离 空间 ,所 以 对 这 样 的 空间 来 说 ， 
以 前 我 们 对 距离 空间 引入 的 所 有 概念 ( 球 , ARR, 可 分 性 等 ) 
都 是 有 意义 的 ,而 且 对 这 些 空间 证 明 的 所 有 定理 仍 是 有 效 的 ， 

对 B 空间 来 说 ， 以 前 对 完备 距离 空间 证 明 的 所 有 结果 仍 
然 有 效 ， 

线性 空间 五 内 形 如 

y =x, LEE, z=# 0, —eco < z < + oo 
称 为 由 已 知 元 x 定义 的 直线 ,又 形 如 
y = (1 —z)x, + frs rs z€ E, Otel 

的 元 的 集 称 为 连结 点 z 和 a ARB 空间 瑟 的 集 天 称 为 一 
个 凸 集 , 如 果 联 结 天 的 任 两 点 的 线段 都 完全 含 于 天 . 

设 M 是 线性 空间 EE 的 某 一 集 。 对 固定 的 a€ E, W WU 
x +a, z€ M 的 元 的 全 体 称 为 MM 的 平移 并 记 作 M +a. 不 
难 验证 , 若 天 是 凸 集 , 那 么 它 的 平移 也 是 凸 集 . 

容易 看 出 ， 在 线 狂 赋 范 空间 六 球 ( 闭 球 ) 征 串案 ， 事实 上 ， 
设 rin € Sla, r), 即 是 说 
|z: 一 a || <r, lle 一 ali < +, 
任 取 形 如 
y = (1 — ja + tx, Ü <, <1, 

那么 |y — al = IC — t)r + zx; ol 
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= ||(1 一 门 z + z=, — (1 — r)a — tal 
< [I — z)(x, — a)|| + (rs 一 
= (1 — lx — all + z||z; — aji 
< (1 — z) + ¿zr = r. 

因此 ly — al < r, 

这 就 是 说 y € Sla,r). 

我 们 提 一 下 Banach 空间 内 的 球 的 两 个 显然 的 性质 :对 任 
一 点 x 了 关 0。 以 原点 作 中 心 且 半 径 + > jlxi| 的 球 含有 此 后 ， 
但 以 原点 作 中 心 而 半径 ” < lel 的 球 则 不 含 x. 

因为 线性 赋 范 空间 EE 是 线性 空间 的 特殊 情形 ， 所 以 对 线 
性 空间 引入 的 概念 ,例如 线性 相关 ,线性 无 关 , 线 性 流 形 , 直 和 
分 解 等 对 也 同样 有 意义 ， 

设 线 性 贱 范 空间 互 的 线性 流 形 志 也 是 闭 集 ， 那 么 工 称 为 
72m. 

WME L RE 2k PE WA Ya = H ERA REREN, BARTI 
以 后 即将 看 出 工 自 然 是 闭 集 , 即 L = L. 但 对 无 穷 维 线性 流 
形 来 说 这 个 等 式 不 一 定 成 立 . 

例如 设 E = C10,1]， 那 么 大 工 是 由 元 

Xo = l. x= t, `*", x, = 1", ... 
组 成 的 ， 则 工 是 所 有 多 项 式 的 全 体 , 但 
L == C[0,1] = L. 
设 给 定 两 个 线性 赋 范 空间 E, 和 E,. 以 后 我 们 将 说 这 两 个 空 
间 是 同 构 的 。 如 果 存 在 一 个 E, 到 E, 上 的 代数 意义 下 的 同 构 
而 且 此 间 构 也 是 一 个 同 胚 ， 
EWA MERRE: 


设 Ë PE 维 线性 赋 范 空间 且 tis zxo 是 这 个 空间 
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的 一 个 基 ,由 此 任 一 x€ E 可 唯一 表 为 
x = Ë x, t Er t eee 十 二 
对 元 *€ E. 令 元 
x 一 人， Š29 "eta nE E, 
与 之 对 应 。 显 然 , 这 样 在 x fi z 之 间 建 立 的 对 应 是 一 对 一 的 . 
此 外 这 个 对 应 也 是 线性 空间 E 到 E, 上 的 一 个 同 构 ， 现在 我 
们 来 证 明 这 个 对 应 也 是 双 测 连续 的 ， 
对 任 一 x€ E 我 们 有 


Jall = |> še, | < > LE læ 


< (Sier) (> sy) = glz. GQ) 


i=] 


特别 Ix — yl s plx — 7il (2) 
AR 8 不 依赖 于 x* fi y, 
现在 我 们 来 建立 相反 方向 的 不 等 式 ， 


在 空间 E, 的 单位 球面 5: > ¿= 1 上 考虑 函数 


f(x) = f(s1, Š>. to Èn) = 加 | 
= 2 + 5axa 十 + PEMP 
因为 在 S$ 上 所 有 Š; A 86 AtS. f B. Xis V23 ' ° ° 5 X, 义 线 
性 无 关 , 所 以 
IC $23 "5 En) > 0. 
不 等 式 
FCs 829°** 一 fns mst to Ma) | = | _ liyi] 
< lle — y! 
< flle — y| 
指出 fis E29 lo En) 是 连续 函数 ， 由 Weierstrass 定理 可 
知 此 函数 在 s 上 达到 极 小 值 a。 容易 看 出 “> 0。 由 此 对 
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Z€ S, 
1(x) = ||| = c. 
从 而 对 任 一 x€ E, 有 


f(x) = lirli = lz! > oz。 G) 


> si 
I | > E? 
由 (1) 和 (3) 建 立 了 这 个 到 B。 上 的 代数 同 构 也 是 一 个 同 胚 。 
定理 证 毕 ， 

H EÑ E, 的 同 胚 可 知 在 有 限 维 Banach 空间 内 依 赋 数 
的 收敛 还 原 为 依 坐 标的 收敛 ， 因 而 这 样 的 空间 必然 是 完备 
的 . 

对 线性 赋 范 空间 的 子 空间 有 下 述 属于 F. Riesz 的 重要 
命题 成 立 . 

引 理 ” 设 工 是 线性 赋 范 空间 E 的 一 个 不 与 重合 的 子 空 
lj. 那么 任 给 s > 0. 在 EE 内 存在 一 点 》 具 有 范 数 为 一 ,县 

le — y| > 1— e 

对 所 有 <€ L. 

事实 上 , 设 加 是 五 的 任 一 元 不 含 于 工 , 且 令 

d 一 inflye — =l. 

那么 4 > 0, 否则 y 将 是 工 的 极限 元 ,而 工 又 为 闭 集 ， 所 以 
yo 将 含 于 工 ,而 依 条 件 这 是 不 可 能 的 。 对 任 -一 s>0; 存 在 mt 
LẸ d <ly — xoll < d + de. 令 


— 加 一 和 ， 
lyo 一 xol! 
那么 y€L (EM y 将 属于 元) 且 lii = 1. 令 对 工 的 任 一 元 


rA 


= x, 十 lyo 一 xollx 
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s4 ae el dre 


a 


yo — xoll 
1 
> 
d +de lyo — $l 2 EF 
= | — —— >] — 8 ， 
1 十 8 
这 就 是 所 要 证 明 的 ，. 


现在 我 们 来 考虑 一 下 一 个 线性 赋 范 空间 E 关 于 它 的 一 个 
子 空间 L WAZH E / L, RJ IK ya ke. | 

EL, R TERE 

ILI = inf Ilx 

对 每 一 元 上 E EjL,. 

ANEW || L| 满足 所 有 范 数 公理 . | 

1. TRILI > 0. 我 们 要 证 LI = 0 ERÄ L= L,, 
其 中 LX 忆 / 民 的 零 元 。 为 此 先 注意 工 是 闭 集 。 事实 上 ， 
设 {x,} 是 工 的 一 个 序列 的 元 且 收 人 钙 于 x€ E. 对 任意 x 和 
有 x,— Xm€ Lo 对 m — oo 
因为 L, 是 闭 , 所 以 z, — x€ La 这 就 是 说 随 xa GREL 
rH, 

+ IL | = mt lzll = 0. 
那么 在 工 内 存在 序列 {x,} 使 上 x 省 一 0, 换 句 话说 x, 一 0。 由 
于 工 的 闭 性 , 它 必 须 含 0, 但 这 是 说 L = Lo 此 外 [Ll = 0 
是 显然 的 。 这 就 完全 证 明了 第 一 公理 . 

2. 给 定 s>0。 依 外间 和 全 让 定义 存在 元 rE L, 
z, € L, 使 得 

O 在 上 是 有 限 维 子 空间 的 情形 , 甚至 可 以 得 出 更 强 的 结果 jy 一 x = 1 对 
所 有 > 6 工 , 一 一 译 者 注 
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€ 
lx < L + — 


| £ 
|E2 < IL + > 


由 此 
le + xl < hed + el SL + iL e. 


但 inf |z| < inf |z, + al < IL l + HL + s, 
: = 


LitLz 1€ L€ Ls 
所 以 
IL, + Lll < Ell + ill + e. 
6 既然 是 任意 的 ,我 们 得 
IL, + Lll < {Ll + L.I. 
3. laL]| = 12 也 1， 事实 上 ,对 20, 
[aLi = inf axli — fa] inf ell = Hal 


£ 4 = 0, 那 么 对 任意 L, 
lazil = {Z = 0 = alll. 
这 就 证 明 范 数 的 第 三 公理 ， 

最 后 我 们 证 明 , 依 空间 E/L, 引入 的 范 数 RRI La 
收银 于 剩余 失 工 的 概念 等 价 于 存在 元 列 {xn} r€ Ls E 
Xa, >r, xE L, 

设 x IL, — L|| — 0, 

BZ, < IL, — Li = ens M] s, — 0. 
于 是 L,— L 含 元 y, —< Ë y,€ L,, z€ L Ë. 
[Ya — zl < 28。。 
这 时 作为 * 可 选任 意 固定 (不 依赖 于 n) x € L, 
事实 上 , 若 
x [ya — x| < 28, 
其 中 y,€ L,, rE 上 ,那么 
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ys — x + 2) — zoll < 2e,, 
MERX x€ L, <€ L, MU 
xz — x€ L, H x, = y, — r + x€ Lp 
换 言 之 ， 对 z€ L 我 们 构造 了 序列 {x,},xn€ L。 使 得 r, 一 


Küs 


反之 , 设 存在 序列 {xo},， z,€ L, 使 rar, r€ L. W 


入 
[La — L= inf jy,— yl < ||, — zll. 
yr € Ly YEL 
所 以 IL, — LI > 0 
HHE AKIE. 
现在 不 难 证 明 , # E Jese rZ iB), WA E/L, 也 是 完备 
的 。 


设 {La} 是 空间 E/L, 内 自 收敛 剩余 类 列 。 今 在 每 一 类 

L, 选 一 元 =, 使 
|z, 一 tnl < 2|IL, — Loll. 

这 样 我 们 就 得 由 内 一 个 自 收敛 序列 {z 因为 是 完备 
的 ,所 以 存在 元 z€ E 使 x+, 一 +。 但 这 时 L,— L, APL 
是 含 * 的 类 ,这 就 证 明了 空间 E/L。 的 完备 性 ， | 

最 后 注意 一 下 , 若 E, E,,.……， 5。 是 线性 赋 范 空间 ,EE 
是 它们 的 直 和 ,那么 互 也 可 赋 范 . 例如 设 r = Ca ta ea 
xs) 可 令 

|z || = lel 十 有 二 + xl. 

也 可 以 证 明 , 若 E = EOE PARERE E, 和 E/E， 
同 构 . 

Banach 空间 的 元 的 级 数 ” 设 xi, ra e rp ee 是 


Banach 空间 E 的 元 。 Éin > ,x 的 表达 式 称 为 空间 E 的 元 
n=l 
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的 级 数 ， 我 们 考虑 部 分 和 5, 一 x + + 十 x， 


如 果 部 分 和 序列 收敛 ,我 们 就 说 级 数 Dr 收敛， 


*# = 1 


由 于 的 完备 性 , 所 以 为 了 序列 {ss} 收敛 只 须 它 是 基本 
列 , 由 此 得 出 级 数 收敛 的 一 个 充分 条 件 : 设 lel < an HR 


全 级 数 2 W sx, Bb Z RR 2 x, Eik. 事实 上 由 下 
” 述 不 等 式 


| — Sall == EZS + 十 | 


SL as+ Fete + a,+b 


得 所 和 欲 征 。 


$3 线性 拓扑 空间 


线性 赋 范 空间 有 如 上 述 是 线性 距离 空间 的 特例 。 但 线性 
距离 空间 又 是 一 类 更 广泛 的 所 谓 线 性 拓扑 空间 的 特例 。 线 性 
拓扑 空间 近年 来 广泛 地 应 用 于 泛 函 分 析 ， 微 分 方程 论 和 数学 
的 某 些 另外 分 支 。 我 们 在 这 里 仅 提 一 下 有 关 线 性 拓扑 空间 的 
最 简单 的 概念 。 关 于 这 些 空间 的 性 质 的 更 详细 的 叙述 可 参 敌 
[12]2 
足下 述 四 个 公理 : | ` | 

I. X 是 一 个 拓扑 空间 ， 即 是 说 在 X 内 给 出 了 一 个 子 集 族 
Y， 这 族 子 集 的 每 一 个 称 为 开 集 且 满足 条 件 : 

1) 空 集 和 全 空间 是 开 集 ， 


1) 也 兄 专 著 : N. Bourbaki. Flements de mathe matique. Livre. 
Espaces vectoriels topologiques (Paris, Hermann 1953, 1953). 
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2) 任意 个 开 集 的 并 是 开 集 ， 

3) 有 限 个 开 集 的 交 是 开 集 ， 

RA z€ X 的 任 一 开 和 代称 为 点 * 的 一 个 邻 域 . 

集 MC X BA x 称 为 此 集 的 一 个 内 后 ,如 果 和 存在 * 的 一 
个 邻 域 U(x) 也 含 于 M. 显然 开 集 G 的 每 一 点 都 是 它 的 内 
点 ， 因 为 在 此 情形 下 可 取 G 自身 作为 U(x)， 肥 之 也 有 成立 如 
果 针 的 每 一 点 为 内 点 ,那么 M 是 开 集 ,这 由 等 式 

M = |]U) UG)CM 


及 开 集 性 质 2 立刻 得 出 . | 

H. X 为 Ti 拓扑 空间 。 就 是 说 , 对 空间 和 的 任 两 反 zx = 
”存在 zx 的 邻 域 不 含 y, 且 存在 > 的 邻 域 不 含 *。 

利用 邻 域 可 按 通常 方式 引 人 聚 点 概念 : SA a€ X 称 为 
Ë MCX 的 聚 点 ， 如 果 a 点 的 任 一 邻 域 至 少 合 有 从 的 一 个 
异 于 4 的 点 。，M 的 聚 点 的 全 体 称 M 的 导 集 并 用 M 表示 . 

Z M 一 M UM' 称 为 集 M 的 闭 包 ,M 称 为 闭 集 如 果 它 和 
它 的 闲 包 一 致 。 可 以 证 明 拓 扑 空 间 内 集 的 闭 包 和 闭 集 共 有 数 
直线 上 集 的 闭 包 和 闭 集 的 许多 性 质 . 例如 开 集 的 余 集 为 财 
集 , 在 18 页 指出 的 闭 包 的 性 质 1-4 这 时 也 成 立 。 有 限 集 是 闭 
集 ,等 等 . 

在 拓扑 空间 内 也 可 以 引信 序列 极限 的 概念 。 就 是 说 ， 后 
xE X 称 为 序列 zz: s xay “的 极限 ,如 果 z 的 任 一 邻 域 
总 含有 此 序列 从 某 项 开始 以 后 的 所 有 项 , 易 证 极限 唯一 *， 

III. X 为 实 线性 空间 (自然 也 可 考虑 复 空 间 , 但 我 们 不 在 
此 讨论 这 个 情形 ). 

IV. 元 的 加 法 运算 以 及 元 与 实数 的 乘法 运算 在 此 空间 内 
连续 ,这 就 是 说 
*) 因为 T， 线 性 拓扑 空间 也 是 7。 空间 ,所 以 极限 唯一 .一 一 译 者 注 
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1) 任 给 两 个 元 x 和 y€ X, UK rty 的 任 一 贸 域 

U(z + y), 存在 元 * 和 3 的 邻 域 U(x),U(y) 使 
U(x) + U(y)CU(x + y). 

(对 线性 空间 的 集 4 和 8,4 十 了 3 代表 和 内 形 如 a + 5 的 元 
的 全 体 , a€ A, 56 B). 

2) 任 给 实数 4 和 元 x€ X AURI 4x tE — 5 W , 存 
£ ó> 0 和 元 * 的 邻 域 V 使 

V CW, 
对 满足 不 等 式 
lw — a| < ó 

的 任 一 “成 立 (记号 aV 代表 形 如 ay 的 元 的 全 体 ,y EV). 

设 xo 为 线性 拓扑 空间 的 一 个 固定 元 , 且 G 为 一 开 集 ， 那 
Z, x + G 也 是 开 集 . 

ERA yE x, + G:A 

y= xri tr, rEG. 
由 此 y 一 r € G. 
既然 G 为 开 集 ， 所 以 它 当然 是 y 一 x。 的 一 个 邻 域 。 由 加 太 
的 连续 性 存在 点 7 和 一 x。 的 邻 域 VC(y) 和 W( 一 xo) 使 
Vly) FW(—x)CU(y— x.) = G 

特别 VG) 十 《一 xzo)CG， 
BH V(y)CG 十 xo， 
因此 集 x。 + G 的 每 一 点 都 有 一 个 邻 域 而 含 于 它 ， 换 句 话 说 
xo + G 为 开 集 ， 
同 理 可 证 ,对 任 一 实数 4 关 0 和 任 一 开 集 G, 集 4G 为 
开 集 . 
由 上 述 的 证 明 可 知 , 如 果 U(x) 是 线性 拓扑 空间 和 内 的 
点 * 的 邻 域 ,那么 《一 *+) 十 U(x) 是 X 内 原点 的 邻 域 ， 反 之 ， 
# VO) 是 空间 X 内 零 元 的 邻 域 ， 那 么 V(O) + + 是 同 空 间 
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WA r 的 邻 域 ， 因 此 为 了 给 出 线性 拓扑 空间 内 所 有 点 的 所 有 
邻 域 ,就 是 说 定义 拓扑 空间 的 所 有 开 集 ,只 须 给 出 零 元 的 所 有 
邻 域 就 够 了 . 

线性 空间 和 X 的 集 4 称 为 对 称 的 ,如 果 由 zxe 4 也 有 一 x€ 
4。 如 果品 是 线性 拓扑 空间 和 内 零 元 的 一 个 邻 域 ,那么 

—U fU 
也 是 零 元 的 一 个 邻 域 而 且 是 对 称 的 . x 

最 后 ,我 们 提 一 下 ,为 了 给 定 空间 的 拓扑 没有 必要 给 出 零 
元 的 所 有 邻 域 ， 只 须 给 出 称 为 零 元 的 邻 域 基本 系 或 邻 域 基 就 
够 了 .所谓 邻 域 基 是 指 这 样 一 系 零 元 的 邻 域 ， 即 对 于 零 元 的 
任何 一 个 邻 域 已 ， 总 存在 邻 域 基 中 的 一 个 邻 域 了 全 部 含 在 UU 
中 .一 般 好 说 ,空间 和 的 两 个 邻 域 系 8S 和 Š 称 为 等 价 的 ,如 果 
对 任意 邻 域 UES 存在 邻 域 De Š 使 CU ,K2Z3WE WS 
域 Pe $ 存在 邻 域 VE5 VY. 显然 两 个 等 价 邻 域 系 
在 了 内 产生 相同 的 拓扑 

例 1。， 令 X 代 表 定 义 在 —co<; < 十 oo 内 无 穷 可 微 且 
总 在 一 个 有 限 闲 区 间 ( 随 函数 而 异 ) 外 为 零 的 函数 的 全 体 ， 范 
数 的 和 与 数 积 定义 如 常 。 作 为 零 元 的 邻 域 取 如 下 的 集 ; 对 任 
意 s> 0 和 任意 ”>， 零 元 的 邻 域 U(n, s) 是 指 所 有 满足 
O| 过 8 R k= 0,1,2, ton 的 函数 OERA 
不 难 验 证 X 是 一 个 线性 拓扑 空间 . | 

2, 线性 赋 范 空间 是 线性 拓扑 空间 。 零 元 的 邻 域 是 指 对 给 
定 的 e > 0 满足 lell <e 的 * 的 全 体 。 

我 们 提出 这 样 一 个 问题 。 在 什么 条 件 下 线性 拓扑 空间 可 
瞩 范 ， 即 是 说 在 其 内 可 引信 这 样 的 范 数 使 得 由 此 得 出 的 线性 
髓 范 空间 内 的 零 元 的 邻 域 的 全 体 和 该 线性 拓扑 空间 内 零 元 原 
来 的 邻 域 的 全 体 一 致 ， 

这 个 问题 的 回答 由 下 述 A. H. KoJszworopoB 的 重要 定理 
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给 出 ， 

线性 拓扑 空 间 的 集 4 称 为 有 界 的 ， 如 果 对 零 元 的 任 一 邻 
域 0(0) 存在 1>0 使 +4CU(0)。 集 4 的 有 界 性 等 价 于 
R: 

对 任 一 序列 {x,}CA ME—-KAT EORR 1,18 


Antan — Ü, 
我 们 略 去 这 个 证 明 。 特别 , 由 此 可 知 若 4 有 界 , 那 么 一 4 也 
AN. 


EE A. H. po 为 使 线性 拓扑 空间 和 X H WAY >» 


+ 和 


AUEN N 18 Lista mie ENDR., 不 失 一 般 性 
可 设 其 为 对 称 的 , 今 对 任 一 x€ X 人 


|lz|| = 2. 


of 


我 们 证 明 , 这 样 引 入 的 数 |l 具有 范 数 的 所 有 性 质 . 
首先 上 0 二 0， 因 为 0 € XU 对 任意 1>0. 设 x 关 10. 


那么 对 某 一 no rë — U, 事实 上 , WF z € ” U 对 任意 4, 那 


Z, 
yy= n€ U 对 7 一 1, 2，……， 


“因此 序列 {ys} 有 界 , 从 而 二 yw -> 0。 但 这 是 不 可 能 的 ,因为 
ys = x= 0. 
由 此 可 知 sU FB 
l| > = >o. 
Qik lel = a lyi = e x，y 到 0, 那么 | 太一 1 从 
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而 
— €(l+e)U 


对 充分 小 > 0。 同 理 


+ SG + ey. 


H Uz (1 十 s)U iEn 


G 


:过 十 一 — € (1 + e)U, 
G 


at 8 ateg B 
rty 
或 agg tO. 
由 此 


| x + y€ (z + pl +e), 
J8ËD le + yll < (e + 8)(1 + e). 
s> 0 是 任意 的 ,所 以 
ll: + yll < z + 8 = lill + iyi. 
如 果 x* 或 ?或 它们 两 者 为 零 ,那么 等 式 
lx + yii = iell + ly! 
是 显然 的 ， 这样 我 们 就 证 明了 范 数 的 第 二 个 性 质 . 
由 对 称 狂 可 知 ， 若 reU, WA 一 xE 40. 区 之 也 成 
立 。 由 此 得 
x |—xl|l = lleil. 
我 们 考虑 元 xz ， 其 中 a> 0. X r€ XU.。 那么 are 
cl。 上 反之 由 axé alU W x€ 4UV。， 因 此 | 


larl = int # = inf a1= ow inf 4 == allz]l. 
a x gp ax € a)U x€ MJ 
一 般 情形 | 
lax|| = | [a| xl| = || ]a| x] = lll; 


这 就 证 明了 第 三 性 质 ， 
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为 了 完成 定理 的 证 明 ， 只 须 证 明 对 空间 和 X 堆 元 的 任 一 才 
Fk 了 (0) 存在 球 llel <  @T V(0). 反之 ,对 任意 球 llel <o 
存在 零 元 邻 域 W (0) ATER. 

今 取 零 元 任意 邻 域 了 (0)。 因为 借以 引信 范 数 的 零 元 的 
邻 域 口 为 有 界 集 ,所 以 存在 + 二 0 使 

rUCV(0). 

态 一 方面 单位 球 jxl 二 1 显然 含 于 邻 域 口 ,从 而 球 上 x 一 > 
含 于 +U ,当然 也 含 于 VO). 

RZ, 给 定 球 |+| < e， 由 范 数 定 义 可 知 这 个 球 含有 零 
元 邻 域 o U ,其 中 pP 是 小 于 2 的 任意 数 ， 

定理 条 件 的 充分 性 至 此 已 完全 证 毕 ， 至 于 必要 性 的 证 朋 
是 没有 什么 困难 的 ， 


$4 Hilbert 空间 


在 2 维 实 ( 复 ) 空 间 E, 内 除去 矢量 的 加 法 运算 以 及 它 与 
实 ( 复 ) 数 的 乘法 外 ,我 们 也 定义 了 矢量 的 内 积 。 即 是 说 ,在 复 
空间 E, 内 ,矢量 
r= {E Ë, tts Enj 和 y = (o 9 tts ns! 
的 内 积 是 指 复数 


(x,y) 一 之 ， Siji. 


至 于 矢量 í = {Eis 52， tT} sn1 的 范 数 或 说 长 度 则 可 借 内 积 
由 下 述 公式 表达 ; 


加 - [E= G2. 
在 分 析 中 广泛 地 应 用 着 函数 的 内 积 这 一 重要 概念 
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为 此 我 们 自然 地 要 考虑 定义 了 内 积 的 线性 空间 。 这 样 的 
空间 称 为 Hiber 空间 , 它 由 下 述 公理 定义 ， x 

Hilbert 空间 的 定义 。 设 互 为 元 z, y. zotte 的 集 ， 并 设 

l. 如 为 复线 性 空间 ， 

2. 对 互 的 每 一 对 元 * fl y 有 复数 (*, y) 与 之 对 应 一 一 称 
为 x 和 2? 的 内 积 ,并 设 内 积 满足 下 述 条 件 : 

a) G, y) = (y,z) (特别 (xz) 为 实数 )， 

b) (x, + x; y) = (zis y) + (x y) 

c) Gr, y) =r, y) 对 任意 复数 1, 

d) esr) 2 0 R Cre) 一 0 当 且 仅 当 * = 0. Zilie 
V (z, z) 称 为 元 z 的 范 数 ,我 们 就 要 证 明 |lz| 满 足 线性 赋 范 空 
国内 范 数 记 有 的 条 件 ， 

3, HÆEB p(x,y) = |e 一 州 下 是 完备 的 ， 

对 于 满足 这 三 个 公理 的 集 瑟 称 为 空间。# H U 
是 复 欧 氏 空间 。 此 外 如 果 空 间 互 还 满足 公理 . | 

4. 对 任意 自然 数 EH A fFfEn 个 线性 无 关 元 ,， 即 妃 
为 无 穷 维 的 。 我 们 就 称 它 为 一 个 Hibet ZA. 

例 1， 复 空间 已 是 一 个 Hilbert 空间 ,如 果 对 任 两 元 = 
[S $29 ttt Ena ttt) NI y = Emo mno ttita na tt R 


(x,y) = > 6 i 


对 任意 元 x 和 ?7 这 个 级 数 的 收 伍 由 Cauchy-ByHaKoBcK9 站 不 
等 式 可 知 . 
例 2， 复 空间 L,.[0, 1]. 这 是 定义 在 区 间 [0, 11 上 的 
复 值 可 测 且 满足 
| pW iz ha < eo 
的 通 数 x(z) 的 全 体 ， 式 中 plz) 为 实数 在 [0, 1] 上 至 起 有 
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pP) 之 0， 此 外 eto > 0 在 正 测度 集 上 成 立 , L, . [0. 11 是 
Hilbert 空间 ,如果 对 Xx, y € Laso 令 


(z) = | DIOD. 


这 个 积分 对 任意 的 z(z), yE L,,,[0, 1] 的 存在 由 Cauchy- 
DBynsKopscKnñ 积分 不 等 式 可 知 . 特 别 , 对 p(z) = 1 得 复 Hilbert 
空间 工 ; 具有 内 积 


(y) = | ODA, 


同 理 , 我 们 可 以 定义 实 Hilbert 空间 ， 这 时 两 元 的 内 积 必 
MAX. 
实 空间 hs Laps L, 为 实 Hilbert 空间 。 
我 们 略 论 一 下 Hilbert 空间 某 些 最 简单 的 性 质 。 
首先 由 公理 1 一 3 容易 得 出 
(z, yi + y2) = (rsy) + (z,y,), (z, 2y) = Alx, y). 
由 最 后 这 个 等 式 特别 有 | 
o Maaj = 1211=l. (1) 
现在 我 们 对 内 积 一 般 地 来 证 明 Cauchy-DyusgoscKnñ- 
Schwarz 不 等 式 , 对 任意 * y€ H R y> 0 以 及 任意 复数 4 
我 们 有 
(x+ 十 4y,x 十 Xiy) 守 0 
或 (x, r) tilre, y) 二 (y, z) + ||, y) 2 0. 


3 = — (x, y) 
+ t (y, y) 
我 们 得 (xx 一 [zy > 0 
, | (y. y) 
或 IC, l < Jhelli (2) 
这 就 是 所 要 的 不 等 式 . 


对 y =0 的 情形 ,不 等 式 是 显然 的 ， 
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此 外 ,我 们 还 有 
le + yË = Gz + y, x + y) 
= (x, z) + (z, y) + (y; z) + (y, y) 
< llel? + 2||=ll| y] + iyl? 
一 《zl + iyl 
或 |z + yl! < llel + lyi. (3) 
公理 2 的 d) 和 公式 (17)(3) 指 出 借助 内 积 引 入 的 范 数 满 
足 线性 赋 范 空间 范 数 的 所 有 公理 。 从 而 , 由 此 范 数 所 引入 的 
距离 当然 满足 距离 公理 ， 
引 理 1 RA TEA ET EAE RR. 
事实 上 , 设 rnr, yay. BWA lel 和 上 ys 由 ER. S 
M 代 表 它 们 的 一 个 上 界 。 于 是 
IC Ya) 一 (x, y)| 
= |(x,, Yn) — (z,> y) + Crna y) — (x, y)| 
< |(x,, y,) — Cens y)|]| + |(x,, y) — (x, y)| 
= |G,,, y, — y)| + [Crn — z, y)| 
< |l=,lllly, — yll + |=, — rliy 
< M|ly, — yll + yllllz; — zll. 
因为 le, — z+|— 0 B lyn — y|— 0 % n — o, MA 
|(z,, Yn) — (z, y)] 一 0 n>, 
这 就 是 所 要 证 明 的 . x 
EXE Wr, yeH 称 为 正 交 的 《 记 成 * 上 7y) 如 果 
(z, y) 一 0。 元 * 称 为 与 子 空间 LCH 正 交 ,如 果 * 与 任 一 
元 y€ L 成 正 交 ， 这 时 我 们 记 成 x l L. 


下 述 定理 是 非常 重要 的 . 
定理 1 i r€E 晶 有 HL 为 空间 巨 的 某 一 于 空间。 那么 
| x = y +z, " (4) 


式 中 ye 工 , 且 >】 工 .不 仅 如 此 ,上 述 分 解 也 是 唯一 的 ， 
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如 朱 xE 工 ,那么 显然 有 7 一 x 和 yz 一 0. 因 此 可 设 <€L., 

令 
4 = int |x — yl. 
设 {y,} 是 工 内 一 个 元 列 使 
d, = |= — y, >d n — co, 
此 外 设 4 为 工 任 一 异 于 零 的 元 ， 于 是 对 任意 复数 e 有 y, + 
sh € LAm 
le — (y, + EA > d. 


换言之 ， 
læ — yl? — Ele — yns B) — eCh, z — y,) 
+ leb] > a. 
令 
== € — Yrs A) 
° P < 

我 们 得 

lz — y, — T L >a, 
由 此 [Ce — yas AYI < aba, — 2), 
或 Ce — yas A)| < lAl Vda — d. (5) 


X A = 0 不等式 (5) 显 然 也 满足 。 由 这 个 不 等 式 可 知 对 任意 
khe LÄ x 

|, — Yms A)| < Hyn — xz, A)| + |(z — Yms A)| 

< (V4,— 4 + V, — a)l. 
特别 , 令 = y, 一 ym 我 们 得 
lya 一 Yall < /TIHVT 

这 就 是 说 序列 U, y BW SK, 且 再 由 五 的 完备 性 知 此 序列 收 敛 
于 某 一 元 y€ 日 。 因 为 工 闭 所 以 ye L. 

在 不 等 式 (5) 中 取 极 限 我 们 得 (x 一 y, 4) 一 0。 既然 


为 于 空间 元 的 任 一 元 ,所 以 x — y LL. B x — y= z 得 
出 所 要 的 等 式 
x = y + z, 
我 们 还 要 证 明 这 个 表现 的 唯一 性 。 令 
YXY 一 7 十 zs x= y +z, 

其 中 y,y EL, zyz LL. Ey-y [=z az 有 
| ly — yl? = (z' — z, y — y) = 0, (6) 

这 是 因为 y— y EL, {H z — z LL. 《6) 式 是 说 y 一 y， 从 
而 也 有 z: =z. ERIE. 

在 分 解 式 (4) 中 的 y 称 为 元 z 在 子 空间 上 的 射影 ,不 难 
看 出 与 子 空间 上 成 正 交 < 的 所 有 元 的 集 M 也 是 一 个 于 空间 ， 事 
实 上 ，M 为 线性 流 形 是 显然 的 。 至 于 M 的 闭 性 则 由 内 积 的 连 
续 性 可 知 。 因此 我 们 可 以 说 元 * 是 x 在 子 空间 M 上 的 射影 . 
这 个 子 空间 称 为 工 的 正 交 余 并 用 记号 HL 表示 。 我 们 
也 说 及 是 子 空间 工 和 M 的 正 交 和 并 记 作 H=L+M. 

显然 ， 正 交 交 和 是 直 和 的 特例 ， 因此 定理 是 说 互 的 任 一 元 
TAREN MAIES P E ERA, 


ZW SER. BAMIN z | 元， 但 依 条 件 M- 
,从 而 * 上 H， 特别 + 上 x*， 从 而 x 二 0， 这 就 证 明了 必要 . 
H. 

充分 性 。 设 内 不 是 在 互 稠密 的 ,于 是 M < 互 ， 从 而 存在 
元 x€M。 依 前 述 定 理 有 x =y +z, kh JE M, z 1 M. If 
HN z€M 所 以 z = 0. 但 这 与 条 件 矛 盾 。 这 就 证 明了 充分 
tE. 

正 交 规范 系 空间 五 的 元 系 Cis C293 ”3C73 ` 称 为 一 个 
ERNER mi 
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(ei9 ei) 一 ĝ;js 

式 中 5; 是 我 们 熟知 的 Kronecker 记号 ,到 它 对 ;一 1/ 具有 值 
为 一 旦 对 i 关 7 其 值 为 零 ， 

在 复 空间 L,[0, 1] 内 {e7 }n = 0, +1, +2, Æ 

交规 范 系 的 一 个 例子 ， 

线性 空间 一 个 无 穷 系 称 为 线性 无 关 的 ， 如 果 它 的 任 一 有 
限 子 系 者 线性 无 关 。 | 

对 任 一 线性 无 关系 bo h> `o hno 我 们 都 可 以 用 
E.Schmidt 正 交 化 方法 把 它 转换 成 为 一 个 正 交 规范 系 ， 


h 、 
令 1 设 g, = ha Cae 取 cx 使 g, 与 
' 1 | = 


Zx, 显然 为 此 目的 必须 令 Ca 一 (has e1), 再 令 e, = ie T” 
这 时 sg 站 关 0， 否 则 ,如 果 z,= 0， 那 么 如 和 如 将 是 线性 相 


RT. 这 与 假设 相克 站 。 今 设 cis e, ttek 已 经 构造 
出 来 . 令 


gk = hk 一 > Ck: e; 
并 选 数 cu 使 gk 与 esent seh EX. 为 此 取 cum Chre). 


再 令 ex = | lel 才 0， 照 此 归纳 地 进行 下 去 
就 得 出 所 要 的 正 交 规范 系 ， 
A. MREFA A 
l.z, Ë, jp。 
在 具有 权 pCi) 的 平方 可 和 函数 的 实 空间 Laplas 6] 内 正 x 
化 ,我 们 就 得 出 一 系 具 有 权 p(?) 的 正 交 多 项 式 
polt) = const, p), PAG), o P.G), ° ° ° 


| PCDP: OPE d: = 5;;, 
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当 pG2)= 1, a= —1, b= +1 时 ， 那 么 除去 常数 因 
于 不 计 外 我 们 得 出 Legende 多 项 式 系 。 当 p0) = e”, 
a = — O, b = +o 时 我 们 惑 得 出 Je6bitieg-Hermite 多 项 
AR. 当 oG) = e, a 一 0, = + co 时 我 们 就 得 出 
He6pyUeB-Laguerre 多 项 式 系 . | 

设 工 是 由 正 交 规范 系 cis ex, `+, ens v+ * 所 产生 的 子 空 


间 且 z€ 工 ， 从 而 对 任意 e> 0 存在 这 样 线性 组 合 > oe 
使 


# 
t 一 ` G; e; 
i=] 


3 


n 
SSSA 
i =1 

n Ti 
= ix — > B(x, ei) 一 > e; Ceis x) 
l £=1 i 二 1 
n i 
+ > >, aae cei) 
{=1 j=l 


= |z — Sae — Do + X lal, 


其 中 c; = (r, ci). | 
数 e; 称 为 元 关于 正 交规 范 系 {6;} 的 Fourier 系数 ,由 
最 后 一 个 等 式 得 


n à 
e — > G; e; 
£=1 


*” n 
= |x oD lelt 2 la el. 
{=} i 二 1 
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由 此 可 知 差 * 一 > ae; 的 范 数 取 最 小 值 ,如 果 系数 a, 是 元 
z 关于 系 [eY 的 Fourier 系数 c, 的 话 。 在 这 个 情形 下 我 们 
有 


2 


l n 
0 <| * — >》，ciei 
i=1 


由 (7) 式 可 知 级 数 > le, | W 9 B. 


一 > lol <e. (7) 
E=] | 


31 lel? = lel. 
”从 而 也 有 
| x = lim Deem ee 


neo ; 


今 设 * 为 空间 孔 任 一 元 ,用 ?代表 x 在 LL 上 的 射影 那 
Z, 


[= | 
2 = > Ciis 


i 二 1 


其 中 ci 一 (zy ei) = (xz, e) H HE 


KX z= z+ y, z€ L, ylL, 所 以 
lel? = |z] + yl > lz. (8) 
换 句 话说 ,对 豆 的 任 一 元 * 成 立 不 等 式 


> lal? < leli, 


其 中 c; = (x, e;) G =1,2, +). 这 个 关系 称 Parseval 不 
CreKnoB 闭 性 ，B. Cregzgon 在 研究 依 正 交 系 展开 函数 的 
间 题 时 引入 了 亚 交 系 的 闭 性 这 一 重要 概念 。 
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设 在 空间 妃 内 给 定 正 交规 范 系 {ei}。 如 果 不 存在 异 于 夫 
的 元 与 4ei} 的 所 有 元 正 交 ， 那 么 这 个 系 称 完全 的 。 正 交规 范 
系 {ei} 称 为 闭 的 ,如 果 由 这 个 系 所 产生 的 子 空 间 工 与 整个 空 
BH JBE. HER z€ 五 , 它 依 闭 系 所 构造 的 Fourier 级 数 
> ce Rk B Id F *。 此 外 对 任 一 z€ H 也 有 Parseval- 
CTreKJIoB 等 式 

2 lei = zl, | (9) 

RY. 

闭 正 交 规范 系 也 称 Hilbert 空间 的 正 交 基 . 

如 果 正 交 系 是 完全 的 ,那么 它 也 是 闭 的 。 事实 上 ,不 存在 
异 于 零 的 元 与 由 此 系 所 产生 的 流 形 工 正 交 , 再 由 引 理 2 有 

= H, MA LERH. 
反之 闭 正 交 规范 系 {e;} 是 完全 的 ， 因 为 对 这 样 系 


lel = > ci。 
i 二 1 
如 果 x | e; i= 1,22, 5 JD Z c; = 0, =], 2, -，…) 


从 而 也 有 x 一 0。 这 就 是 说 Le;} 是 完全 的 ， 
PAREEN ARAE TARERE Lil —=, x! 


内 的 三 角 函 数 系 +, 
Z Z 


—— cost, sinz。 


1 
7 V x 


cos 21, 


— sin 2z, ` * ° 
zr 


容易 证 明 在 任 一 可 分 Hilbert 空间 内 完全 正 交 规范 系 在 
在 . 设 G = {8> B29 ` 5 Ens? :上 是 任 一 个 在 H 内 可 数 稠密 


集 ,而 且 所 有 En n = ], 2, - PE S=, 令 
_&1_ 
KA i 


el = 


e 85 ° 


且 设 L, 是 由 元 e, 所 产生 的 一 维 子 空 间 。 令 g,, 是 集 G 内 不 
属于 L 的 第 一 个 元 ,再 令 访 是 gw 在 HAL 上 的 射影 。 取 
N 
al 
并 设 L; 是 由 元 a, 和 e, 所 产生 的 子 空间 ， 若 g 是 G 内 第 一 
个 不 属于 L, 的 元 ,那么 对 它 在 HL, 上 的 射影 记念 
Ñ 
° lal 
这 样 继续 下 去 ， 我 们 就 得 出 一 个 正 交规 范 系 ¿o es `" "5 
< …。 而 且 由 于 每 一 个 元 gs 总 属于 某 一 ,所 以 由 系 { ei} 
产生 的 子 空间 与 由 {g;} 所 产生 的 子 空间 一 致 , 即 与 太一 致 . 这 
HA (u) 必然 是 无 穷 可 数 的 ,因为 如 果 它 只 含有 限 个 例如 ? 
个 元 ;那么 由 线性 代数 上 的 熟知 事实 ， 瑟 不 可 能 有 Pp 十 1 个 
线性 无 关 元 ,这 与 公理 4 是 相 矛 盾 的 . 
设 (eY 是 一 个 完全 正 交规 范 系 , 互 的 元 x 和 ?关于 此 系 
的 Fourier 系数 依次 为 c; 和 dis 一 1，2，………， 那 么 不 难 验 
证 


C2 


= 


(x,y) = > cidi. 


可 分 Hilbert 空间 的 同 构 ”考虑 可 分 Hilbert 空间 H. iX 
{e} 是 这 个 空间 内 的 一 个 完全 正 交规 范 系 。 设 x 为 五 的 某 一 
元 ,那么 对 此 元 可 使 数列 {6 c tto cas tt] 与 之 对 应 ,其 
中 c 是 无 关于 { oj 的 Fourier 系数 ， 我 们 已 经 证 明 级 数 


o 
> Leil? 
i=l 


EKARRI RAER {cis catte c.) 可 以 看 做 复 空 间 记 
的 某 一 元 %。 由 此 可 知 , 任 给 元 x€ H 总 有 某 一 元 reh 与 
之 对 应 ,而 且 由 系 的 完全 性 条 件 也 有 
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lela = (Jla) = ll, (10) 


式 中 下 标 指 的 是 关于 什么 空间 所 取 的 范 数 . 此外, 若 ze H, 
YEH, HTX Ze L, JEL, WAM * 土 ， 对 应 的 元 是 
Z+; B | 

|z 一 yla = Iž — Fln. (11) 
设 多 一 {5} 为 4 的 菜 一 元 ,我们 在 万 内 未 考虑 元 列 z, = 


È iei» n — l, 2, te, 我 们 有 


Iz= == | > | - > 16, 
| 因此 |z, — | — 0 
对 n, m — co， 换 名 话说 ,序列 {x,} 在 空间 互 的 距离 的 意义 
下 自 收 线 ， 而 且 再 由 它 的 完 各 性 此 序列 收 全 于 空间 的 某 一天 
.因为 
(z, ei) = lim (za, e; ) = bis 
所 以 元 z 的 关于 选 定 的 正 交 规范 系 的 Fourier 系数 正好 就 是 
给 定 的 数 L. | 
这 样 我 们 就 在 空间 及 和 1, 的 元 之 闻 建 立 了 一 个 一 对 一 关 
系 ， 公 式 (11) 也 指出 这 个 对 应 是 一 个 等 距 . 再 由 以 上 所 述 ， 
这 个 对 应 也 保持 加 法 且 显 然 也 保持 数 乘法 。 所 以 得 出 这 个 对 
应 是 一 个 同 构 . 由 此 完全 证 明了 下 述 定 再 


© ° 4 O o o G 9 


° ù o ù ù â ò f 9 A, G > g A e $% 8 a 


特别 可 得 
定理 3, (Riesz-Fischer) 复 ( 实 ) 空间 L,[0, 1] #2 ss 
EEA. 
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S5 广义 导数 、Co0oreB 空间 


在 数学 物理 中 引入 线 性 偏 微分 方程 的 广义 解 是 需要 的 . 
这 样 的 方程 在 普通 意义 下 的 解 的 全 体 如 果 看 做 具有 某 一 距离 
的 函数 空间 的 元 的 话 ， 那 么 这 些 空 间 一 般 六 来 不 是 完备 的 ， 
使 这 些 空间 完备 化 之 后 导出 了 作为 完备 空间 的 元 的 所 谓 广义 
解 . 

例如 由 方程 

8° = a Ou 
aðr 8x°? 
描述 的 无 穷 纺 的 自由 振动 的 解 有 如 
u(x, t) = plx + ai) + plx — at) (1) 
的 形式 ， 其 中 中 和风 为 二 次 可 微 函数 。 例 如 使 这 样 的 解 的 全 
体 依 一 致 收 伍 距离 完备 化 之 后 ， 我 们 就 导出 广义 解 的 全 体 仍 
具有 (1) 的 形式 ,但 P 和 已 经 是 任意 的 连续 函数 了 。 

为 了 构造 广义 解 C. JI. Coors 首先 引 人 广 义 导 数 的 
概念 以 下 我 们 对 某 些 最 简单 的 情形 来 谈 一 下 广义 导数 理论 
K CoGone 空间 [30] 的 基础 . 

设 G 是 平 画 上 某 一 有 和 界 凸 域 。 RAA ERR pC, y), 
它 在 含有 G 的 闭 包 的 某 一 域内 连续 且 具 有 下 到 ! 阶 的 连续 导 
数 ，《 这 时 我 们 说 p(x, y) 及 其 直到 MNENE GEE). 
在 这 样 函 数 的 集 内 利用 下 式 引 入 范 数 
lol = (J| lo a+ 22 ||la 
不 难 验证 范 数 的 所 有 公理 被 满足 ， 这 样 我 们 就 得 出 一 个 非 完 
备 的 线性 赋 范 空间 , 用 访 引 代表 它 。 依 引入 的 这 个 范 数 使 空 
间 完 备 化 ,我 们 得 出 Co6ones 空间 W. 
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? 1 
P 
dxdy) ; 


设 记 是 空间 WE 的 一 个 元 但 不 含 于 WY. IAEA, 存 
EAR {pr y) C f tf 


lp; — follmy >00 n>, 


由 此 

l Pm 一 Pall? > 0, ns Mm — OD, 
好 有 | | lpn, y) 一 p,(xy)l]"dxdy — 0 
和 


p 
dxdy — 0, 


| 
OxiOy' xry’ 
L+tl =], nm — o, 

8! KEF ) 
因此 L(G) (UER IDAEA {ples y)} 和 2 | 
依 知 平均 自 收敛 。 由 于 空间 L(G) 的 完备 性 存在 函数 
Pox ,.y) 和 put (x y) 分 别 为 这 些 序 列 的 极限 。 使 元 h I 
PAŽI Plr, y) 恒 等 化 ， 我 们 KR Sa 数 per, y) 为 PÉI 数 
golx，y) 的 1 阶 广义 导数 而 且 同 于 普通 导数 的 写法 ,用 


Pp 代表 它 。 因 为 依 定义 上 | = imlo AAE fR 


者 说 函数 psy) 的 范 数 可 以 写成 以 前 的 形式 
[poll re 一 (mc y)|’°dxdy 


G 


1 P ~L 
十 > || 2p F dxdy 
tI g Dx 10y 2 


其 中 求 和 记号 下 的 函数 是 函数 prsy) 的 7 阶 广义 导数 ， 
因此 , 如 果子 数 pfe, y) E LCG) ERRA pkr, y) 

ELo(G) 的 1 阶 广义 导数 , 那 和 在 G 内 存在 直到 1 阶 连 续 可 

微 函数 列 p,(x,，y) I p 5 3 JI SK TF prsy) 且 序 列 
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[EEG tiik p BEKAF g Ce y). 


由 广义 导数 的 定义 可 知 它 作 为 空间 LCG) 的 元 的 唯一 
性 。 如 果 函 数 plr, y)€ L,(G) HHE GRAE RK E 
义 下 的 直到 / 阶 连 续 导 数 ， 那 么 可 取 序 列 {qa(x，y)1 使 
p.(x, y) = Aa y) 对 所 有 2 从 而 

AA A poe (z, y) = 六 e y 

痪 句 话说 ,在 这 个 情形 下 广义 导数 和 通常 导数 重合 . 

我 们 常常 需要 给 出 广义 导数 以 另 一 定义 。 先 设 pk y) 
和 g(x,y) 在 到 内 有 直到 了 上 阶 连 续 导 数 。 且 设 以 xy?) 在 
某 一 边界 带 形 G, 内 为 零 , 其 中 G, 是 由 与 6 的 边界 的 距离 不 
超过 p 的 那些 域内 的 点 所 组 成 。 那么 几 次 使 用 Green 公式 
之 后 将 有 x 


ð 
larar plx, y)dxdy 


=(=) || oG, yZ dedy. 


今 设 olx) 是 空间 工 ,(G) 内 任 一 函数 。 如果 可 以 求 得 
函数 X(z,y)€ L,(G) 使 得 对 每 一 个 具有 上 述 性 质 的 水 数 
4(+,y) 都 有 下 述 等 式 成 了 六: 


ara plr, y)dxdy = (—1) J plx, y)X(z, y)dzdy, 


那么 我 们 称 X(x,y) 为 函数 pCx,y) 的 1 阶 广义 导数 . 
”广义 导数 两 个 定义 的 等 价 性 ”为 了 证 明 广义 导数 的 这 两 
个 定义 的 等 价 性 ,我 们 需要 一 些 辅 助 概念 和 定理 
有 如 通常 ， 令 r 代表 点 P(x， y) MOGE, m) 的 距离 EE 


数 
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r 
| pe r < 万 
0 r = À | 

作为 x 和 y 的 函数 是 连续 的 ， 而 且 具 有 所 有 阶 连 续 导 数 。 此 
外 这 些 导数 在 以 点 OE) 为 圆心 为 半径 的 图 K, 之 外 为 
Z. 由 于 o,(x,y; En) ATA PMO 的 对 称 性 , 那 和 上面 
所 说 的 一 切 如 果 把 olr y Esn) ARE, n 在 以 点 P(xz,y) 
为 中 心 的 贺 Ks 内 的 函数 的 话 仍然 成 立 ,我们 也 注意 一 个 ，ow 
天 于 * 的 微分 可 用 关于 二 的 微分 来 代替 ,但 具有 相应 的 符号 。 
目 然 同样 事实 对 y 和 ”也 成 立 。 最 后 我 们 选择 常数 c, 使 


|| ales y3 È, n)dšdn = 1. 


"ACT y; Š, n) = 


K; 
由 于 
||e,G, y; Es n)dëdn = cs) | 22482 
K; K; 
2x h r Àñ r 
== | dq | e r-t rdr = znes | er- rdr, 
0 0 0 
1 ñ r° —1 
所 以 c, = 工 (| Cr 一 外 rår ) . 
27r\J0 


由 此 也 不 难看 出 ， 对 于 给 定 的 A, cs 的 选择 不 依赖 于 后 P(x， 
y) 在 平面 上 的 位 置 . x 
具有 上 述 性 质 的 两 对 变 元 (x, y) 和 (£ n) 的 函数 称 为 
平均 化 核 ,函数 ws(x,y; Esn) 就 是 平均 化 核 的 一 个 例子 ， 
设 p(x，y) X L(G) 内 任 一 函数 。 对 P(x,y)EG 令 
p(x,y) 一 0。 这 样 我 们 就 补 定义 了 此 函数 于 全 平面 上 .图 
数 


a(x»sy) 一 J|: ACO y; Š, 7) P(E, n)dš dn 
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称 为 函数 p(x,y) RI FARR. 

不 难 验证 ,定义 函数 pay) 的 积分 在 整个 平面 上 一 至 
ak. 事实 上 , 设 R, 是 平面 上 以 任 一 点 为 中 心 ó 为 半径 的 
圆 ,那么 令 . 

= P _ 
q p — 1° 
可 得 
I! ICE y; Š, npl, n)dëdn| 


< (Je, 7) |” dš dn (|| wa(x, y; Ë, 1) "dEdn )° 
1 


G 


< (oc, irasan (|| oC, y; E, nagan) 


= lek, (|| oles y; E> n)sasan 六 
Ra 
但 最 后 这 个 积分 由 于 orlr, y; Esn) 的 有 界 性 , 对 充分 小 的 
6 可 使 之 对 平面 上 点 P(x ,y) 的 所 有 位 置 而 任意 小 ， 
同 理 可 以 证 明 对 任意 1 和 1 十 7 一 7 积分 


Bw, | 
déd 
! ƏxhƏy!: CP 7) ¿ 1 

ñ 


的 一 致 收敛 性 . 
由 此 得 出 ,ps(x,y) 是 无 穷 次 连续 可 微 函 数 。 
我 们 也 注意 ,如果 函 数 族 1po(x,y)} 属于 空间 L(G) 
的 一 个 有 界 集 ， 那 么 有 如 上 述 佑 值 式 所 指出 的 那样 ， 平 均 函 
数 


[p.(z. y) ]; = IZo y; Š, PLACE n)dëdy 


F 


Ki 
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是 一 致 有 界 的 且 等 度 连 续 的 。 
我 们 证 明 两 个 有 关 平 均 函数 的 引 理 ， 
引 理 1 对 任意 函数 (z, y) € L,(G) 和 任意 4 > 0， 


lezle, < liel, 
我 们 把 prsy) 写成 如 下 形式 
p, (x,y) = IZE SPET n) (š, n)o, (x, y; Š, n) ?dEdns 


f 


ñ 


再 应 用 Halder 不 等 式 可 得 (4 一 一 一 ) 
p — 1. 


K 


lola < (|f o, y EDIPE, n) 1282] 


站 


K; 


x (||, y; E, masan ° 


一 (Je, x; 8, 1) 19(E, n) ?asdn P, 


A 


这 是 因为 Í| (z, ;5,1)4d5dy 一 工 之 故 。 把 不 等 式 两 端 
H p 次 宕 再 关于 G 积分 可 得 
| |o, (z, y)|"dzdy 


< || C, y; E> Dlo, n) |Paanlazay, 


+ 


因为 在 K; 处 函数 等 于 零 ， 且 在 G 处 函数 等 于 零 , 所 以 里 
面 的 积分 的 区 域 可 以 取 做 G。 之 后 再 应 用 Fubini 定理 交换 
积分 的 顺序 可 得 | 


||le,G,y)l*azdy 
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< J| aCE 0)121 | w(x y5 š, n)dzdy} 4254 


G G 


< || oc, nlf [| oC, y; £. mazdy} dgdn, 


, 


里 面 这 个 积分 仍然 等 于 一 ,所 以 
|| | p(x, y)|’dxdy < jf (pE, n) |" 4šdn. 


G G 


由 此 得 出 所 要 的 不 等 式 ， 
注 。 设 G 是 G 的 一 个 子 域 .那么 
| | (x, y) ?drdy < | (PCr, y)|?drdy + alh), 
其 中 a(A)— 0 4 h ~>0， 如 果 区 域 G* KARADA W BU 
im. 
事实 上 ,有 如 引 理 的 证 朋 可 以 得 出 
|| le y) lraray 


< |! {| wi(x, y; Es 1)| pE, n) agant drdy. 


令 G# 代表 域 GNG* 的 这 样 点 的 全 体 , 它 距 域 G* 的 边界 的 距 
离 不 超过 4。 于 是 


| |p )(z, y)|?drdy 


< | | wle, y3 E, 1) 98 masan] ardy 


G G* UG* 


< || loG, Dh {| oC, y; E, )2zay| dgan 
cc K 
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= || (PEs ) Pasan = || oE, 1) asan 


来 | Im 求 
G UG; 


+ || |o(£,n)1"dEam,. 
注意 到 区 域 G* 的 边界 的 充分 光 谓 性 ,可 以 证 明 mesG# 一 
0 对 4 一 0， 于 是 由 Lebesgue 积分 的 绝对 连续 性 将 有 


sQ) = || leGE, n)l’dëdn > 0 
对 大 一 0 x | | 
引 理 2 对 任意 函数 p(z,y) ELG) H — 0 时 
lps — ellz, 一 0. 
先 设 p(x,y) 在 区 域 G 连 续 , 由 于 G 是 有 界 的 ， 所 以 在 
它 的 任 一 财 于 域 上 一 致 连续 。 对 任意 子 域 G'CG 有 


|| loa — p|’dxdy 


G 


= ID — p|°dxdy + | [ps — g |” dxzdy, 
G S G 
由 Minkowski 不 等 式 及 上 述 的 注 我 们 有 


|| [pa — pl?axrady 
GX G” 


< 站 人 | wear 六 二 (| obraxay P F 


GG’ GNG' 


< 2 |p|?adxdy + x(5), (2) 
GAG' 
式 中 >) > 0 对 4 一 0. 
任意 给 定 s> 0, XW C 使 
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p 
2|| loly)l dedy < È. 
GG’ 


国定 G', W ho EX] k < h 时 


g’ 
vA) < 4°. 
于 是 
|| [p(x,y) |?drdy < R (3) 
G\G’ 


另 一 方面 取 一 个 区 域 G”, 使 G'CG”CG R. G'cG”, 
G” CG, 并 令 h < ho 充分 小 使 得 G' UG, 不 超出 C, 我 们 
有 


| ps(x, y) 一 pl, y)| =|| |o, y; Ë, 1) PEs n)dëdn 


F 


K, 


— [| osle, y5 E, DC y)agan | 


r 
Ki 


< WE n) 一 plr, y) w(x, y; Es ndEdn 


F 


K, 
< max| pl, n) — pk, y)| < ———F 
K; (2mésG )? 
这 是 由 于 函数 p(x, y) 在 区 域 G6” 一致 连续 ,所 以 4 二 加 充 
分 小 时 上 去 成 立 。 由 此 


Ig y) — ple, y)|’dzdy < È, (4) 
从 而 由 (3) 和 (4) 可 得 
J! |p, (z, y) — plx, y)|dxdy < e°, 


既然 8 > 0 是 任意 的 ,所 以 对 连续 函数 的 情形 引 理 得 证 . 
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今 设 p(x,y) ZJ LCG) 内 任 一 函数 ,那么 首先 可 以 求 出 
GARET ERRAR V iE 
E 
lp 一 pll, < 7" 
于 是 | 
le — pile, < lp — el, + le — halles + Nps — alls 
< le — dile + 2, 


这 是 因为 由 引 理工 也 有 ||, hly < Š. 


此 外 由 已 证 的 结案 ,可 选 6 充分 小 使 2 < ó 时 
lo — palle, < 本 


于 是 对 这 样 ¿ bA 
le 一 øl, < s. 

引 理 完全 证 明 . 

现在 我 们 来 证 明 广 义 导数 两 个 定义 的 等 价 性 ， 设 
gyi2(x,y) 是 pz, y) 在 第 一 定义 意义 下 的 广义 导数 。 那 
么 存在 具有 直到 I 阶 连 续 导 数 的 函数 列 pl, y)) 使 |o,— 
pj, 一 0 R. 
Ə:p, 


— E — pý rl, Lp > Ü n — œ, 
5x2872 
在 等 式 
IZS 六 ~ dxdy 
(1y [| S Pa x x 
(—1) Jj rOy plx, y)dxdy 
中 取 极 限 可 得 
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o | 
x, —— drd 
J) qo y) PPYEA Xady 


=) | p? (xz, yp xr, y)drdy”, 
G 


AHH p(x，y) 为 任 一 在 G 的 边界 为 零 的 1 KÉRTE R, 
故 pery) 是 p (z, y) 在 第 二 定义 意义 下 广义 导数 ， 


设 TEL 一 (z, y) 是 函数 pley) 在 第 二 定义 


意义 下 的 三 义 导 数 。 FEFA polr y) 我 们 有 


EMEF y) || AEF Y : Esq) 
Orð yh 8x0" qp (š 7) š 1 


_ CD aaa E qu， 9) dEd. 

(5) 
国定 G 的 任 一 子 区 域 G' 使 得 G'CG , H 4 262y MESA 2 
为 半径 及 以 C 的 点 为 中 心 的 圆 在 G 的 内 部 。 于 是 olr, y; 
Esn) 可 以 取 做 在 广义 导数 第 二 定义 中 国定 的 函数 prs y), 
旦 等 式 (5) 对 点 《x,y》)€ G, 可 以 写成 


F posle) — |) wales y; Es n)X(E, addy (6) 


Əx'8yl: 
依 引 理 2 由 (6) 式 可 得 
8! TACE I 
Pt > Kles y) 


对 k> 0 和 对 满足 G'CG WERTER C. 为 了 回 到 区 


1) 如 果 lerle y) 一 ars yp > 0 E B(x，y) JERA REMH X 
(或 lrs y)€ L,(G)), 那么 由 Holder 不 等 式 有 - 


sse wees Dazay > || ales y20Gy)4xay, 
G 


G 
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域 CG 本 身 ， 还 需要 较 复杂 的 推理 [29]. 不 失 一 般 性 可 设 谷 标 
原点 含 于 G 的 内 部 。 令 Gx 代表 这 样 一 个 区 域 ， 它 由 G 通过 
关于 原点 且 共 有 相似 系数 


k = ... 
k — 1 k = 2, 3, 
的 相似 变换 而 得 来 ， 
坐标 变换 的 公式 是 
ro „p Ë 
x 一 1 » Y ,— 1 


而 且 不 难看 出 对 每 一 函数 /(x.,y)6€ Ls(G) 有 函数 
hesg) = (El r, y) e LG) 


k k x 
与 之 对 应 ,而 且 反 之 也 成 立 。 RAR q(z.y)6€ LG) 具有 
在 第 二 定义 意义 下 的 了 阶 广义 导数 Xlr, y)E L(G). ZE 
到 对 任意 KERMAA g(x,y) 有 
t -一 (———) Opx(x yy) 
BxiBys 一 1 ðrhðyha ” 
所 以 由 等 式 


plr, 
|| G, yL grgy 
P OQx'iO y 


== c || X(x, y)plx, y)dxdy 


通过 变量 痊 换 可 得 
Ce 
= (—1)' | Xera y ) Pr(r ,yadxr'dy', 


由 此 可 知 prsy) 共有 在 第 二 定义 意义 下 的 广义 导数 
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=) X(x, y). 
我 们 证 明 在 G 内 当 k — co 了 时，qpr(x,y) EHK Sk T 
x Gok(Cx 9 y) ¿ 90 
p(x, y) H ra82 平均 收 钱 于 Binoy 
事实 上 ， 


i [ps y) 一 prx, y) |’ dx dy 


G 


一 J pzy) 一 p(z - y 一 z) 


但 函数 plesy) € LCG) 的 平均 连续 性 立刻 知道 等 式 右 端 的 
积分 趋 近 于 零 


(lI 


? 
dedy, 


Ə"g(x, y) — O'pr(x sy) 
i 


P ` NL 
P 
OriOy’ OriOy’ ¿xay ) 


- (ee (we, =) 
c-e- ioeo) 


p 1 
dxdy Ý. 


x y 

+ 人 (ze 一 人 

仍 由 函数 X(x,y)» 的 平均 连续 性 可 知 上 式 右 端 第 二 项 趋 近 

于 零 ， 至 于 第 一 次 ,由 于 因 于 |1 — (2) | ~ o 而 且 在 

此 项 中 出 现 的 积分 作为 平均 收敛 函数 列 {Xx(x,y)} 的 范 数 
是 依 全 体 有 界 的 . 

因为 对 每 一 固定 的 GCGx, 那 么 依 上 述 证 明 在 G 内 当 


D 见 附录 !. 
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h—> 0 时 
8! AW Ə!p x, 
pehle, y) —> pla, y), > ç ote, 
但 在 另 一 方面 ,正如 刚才 所 证 明 过 的 那样 ,在 G 内 当 《 一 0 
时 依 平均 


pla y) > ple, y)» O pr(x»y) _, x(x, y). 
OriOy’ 


由 此 不 难看 出 ,可 以 求 得 ! 次 连续 可 微 函 数 序 列 {pina(*, y)) 
在 G 内 平均 收敛 于 plesy) MECH ! 阶 导数 平均 收 钱 于 
X(z, y), 换 句 话说 ，X(x,y) 是 在 第 一 定义 意义 下 的 广义 导 
数 ， 

由 广义 导数 第 二 定义 可 得 : 


a) £ 
— glr, y) y — Op(x, y) 
PCs y) 8xh8yh ° Ë Xey) Ox*Oyt: ° 
那么 X(x, y) 一 8 px, y) 


Əxltk8yhtk, ° 

b) J” 义 导数 不 依赖 于 微分 的 顺序 ， 

c) 广义 微分 法 运算 是 可 分 配 的 。 

我 们 还 可 以 证 明 ,对 广义 导数 来 说 ,乘积 微分 法 公式 仍 成 
M. | 

Co6ones 公式 ”广义 导数 的 存在 不 能 由 普遍 意义 的 导数 
BJ ks fF fE fE. 由 下 述 例 于 《Co6omeB) 可 以 说 明 这 一 

设 ph) 在 闭 区 间 [0, 1 上 给 定 , 且 设 它 在 此 区 间 上 有 广 
义 导 数 X(x)。 那么 对 任 一 个 连续 可 微 而 且 随 同 其 导数 在 此 
HIX HKI m A I FRR (a) 有 


| |. p(x) x) dx 一 一 KOLOLI 
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令 w(x) = KOR 显然 我 们 有 


— j. Xx) pr) dx = WOOL 
由 此 
| [gp(z) — ol) Jg (x) dr = 0. 


因为 (x) 是 任 一 连续 可 微 遂 数 的 导数 而 且 在 区 闻 端 点 为 零 ， 
所 以 由 最 后 这 个 等 式 可 得 
x plr) = ol) + c. 

X w(x) 是 可 和 函数 即 Lebesgue 可 积 函数 的 不 定 积分 ， 所 以 
它 是 绝对 连续 的 。 现 在 很 明显 ， 为 了 得 出 所 需要 的 例子 只 须 
任 取 一 个 殉 壳 有 导数 但 非 绝 对 连续 的 函数 即 可 。 x 

我 们 也 容易 给 出 一 个 例子 ， 在 此 例 中 的 函数 有 高 阶 广 义 
导数 但 无 低 阶 广义 导数 。 

令 

l F(x, y) = JG2 + f(y), 

HERAA JG) 不 具有 广义 导数 .那么 F(x,y) 显然 没有 一 阶 
广义 导数 。 但 F(x, y) 确 具 有 二 阶 广义 导数 。 事 实 上 ， 对 任 
人 (x, y); 


i F(x, y) 六 
-| dandy + [fro pe 


但 Os 


G 


= KO ° 24 dydx = | f(x) F dx = 


Plr) OrOy P(x) 
这 是 由 于 RET qpi(x)) 一 RET p:(x)) = 0, 其 中 pi(%) 和 
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9 grdy 
XOy 


dxdy, 


y 


qz(%) 区 域 G 的 纵 标 的 边 值 。 同 理 


We e dxdy = 0. 


由 此 
|| F(x,y) 


A dxdy = 0 = J 0. p(x, y)dxdy, 
MTE E FERESTE. 
相当 深入 的 是 下 述 事实 : WRAZ r, y)E L(G) R 
有 所 有 ! 阶 广义 导数 , 那么 它 也 有 所 有 (i 一 1) 阶 广义 导数 。 
为 了 建立 这 一 结果 ,我们 需要 作 一 些 准备 . 

设 u(x,y) 及 其 直到 ! 阶 导 
数 在 G 连续 .Co6omes 积分 公式 
是 说 n(x, y) 可 用 这 个 图 数 的 
1 阶 导 数 表 示 。 在 平面 上 泡 虑 
两 个 点 Plx， y) 和 OCE, n) 
(图 2)。 用 ?代表 它们 之 间 的 
距离 ， 并 用 6 代表 由 P 到 0 的 
矢量 半径 与 < 轴 正 向 所 成 的 
fH. 我 们 显然 有 

Ë = x= + recos, n= y + ?sin0, 


因此 
ulë, n) = u(x + rcos0, y+rsin0) = v(xr, y, + ,0), 
或 简写 成 
u(O0) = (P, r, 0). 
显然 v(P, 0,0) = uP). 
选择 区 域 GE 内 任 一 内 点 作为 笛 卡 尔 坐 标 系 的 原点 。 设 
KR 为 以 此 点 作 中 心 基 一 数 民 为 半径 且 完 全 含 于 G 内 的 一 个 
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A. 51A AR 
| pe R A r<R 
0 Æ ro. 
其 中 r= E Hn EIERE RR 2k c 使 
J| exo)asen = 1. 


K 


wr(O) = 


R 


顺便 提 一 下 ，wr(0) 是 一 无 穷 连续 可 微 函 数 。 
芍 虑 积分 


J| Cor(0)a0. 


KR 


我 们 用 分 部 积分 法 对 此 积分 施 以 变换 。 设 P(x,y) 是 区 域 G 
内 男 一 任意 点 ,把 wg(9) 表 成 Xx(P,r ，9)， 并 引用 以 P 点 
为 中 心 且 极 轴 指 向 z 轴 的 极 坐 标 。 我 们 得 出 


|| oeu = || oa(9)u(0)a0 


G 
KR 


== || XrCP, r, 0)v(P, r, 0)dëdn 
G 


E |. 40 N e(P, r, 0)XRP, r, O0)rdr, 
注意 一 下 ,所 有 的 积分 事实 上 都 是 正常 积分 。 用 (7) 代表 
= N pXr(P, p, 0)dp. 


函数 k(r) 是 rx (P, >, 9) WRA. 对 里 边 一 个 积分 用 分 
部 积分 法 可 得 


ICOON 
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= | oC, r Oa) = [2er Gyar]a8 


=| he, 0, D| pX,(P, p; 0)dpld0 
+ APEE] ore, o, year). 
但 v(P, 0, 0) = ulP), 
| | ex (P, ps 6)dod8 = je wa(Q)d0 = 1, 
所 以 我 们 有 
“(Pp) = || COJO) 


2a foo. ， 00 | 
-| | Ov(P, r, 0) + Px (P, p, O)dp}rdrdð, 
0 0 Or T r 


或 
“a(P) — || a(9)oa(9)a9 
_ || a ). 1| N pXr(P, p, 9)dp|a0. 
为 了 书写 简单 令 
_ | pXg(P, p, 0)dp = C(P, Q), 
我 们 有 . 


P) = [| Oaoa + || 98 + c@, oap. 
函数 C(P, 0) XHP, 0 e G 显然 有 界 而 且 不 难看 出 对 

P 0 它 也 连续 。 又 当 P-> 9 时 随 着 6 的 值 不 同 而 取 不 同 
极限 ， 
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因为 


Ou _ Ou 心 全 7. X —— COS 
æ p (r, + 5. (r, y), 
所 以 上 述 公 式 可 写成 以 下 形式 


u(P) 一 |! wx(0)on(9)20 

° I Ou 1 ĝu 

+ [| {480P 0) $e + ape, 9) ja0. 07) 
在 此 函数 ARP, 0), isi = 0,1 有 如 下 形式 

48.(P, 0) = + BR,@, 0), 
其 中 BQ (P, Q) 为 有 界 函 数 。 — 
以 x(P) 的 偏 导 数 和 a 代替 x(P) ,应 用 所 得 公式 

得 出 两 个 公式 
Ou Ou 
— = j Br wr( Q )4 Q 


Or 

十 J 1 aP, Ol Te-ao, (8) 
e 一 | 人 eu (0)d0 

+ A 


ESRURSAOMORASR GO) 之 于 六 天 
序 和 引入 新 记号 


| AR, CP, 0)40 = c% (P), (10) 
Jae, SJAVS, 9)48 = 49, ay (P, Q), 


(11) 
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可 得 


x(P) = || CO JoCo 
+ > cfl) j say 0) 
+ 5 || 40, o) aray 0: 
(在 此 记号 > 之， 是 指 对 和 为 1 + L = k BS BCS FE, K, 
liti, =K 
H 0 到 有 的 求 和 ,。 ) 
照 此 继续 下 去 得 出 公式 


(P) = || «(0)or(0)d0 


+ > CRP)|| — 


I+ =] G 


| 
+ > CRP)|| on(0)49 


1 十 72 一 了 G 


+- + > ka 


1, 
h+1,=1I—1 Əx! 


+ > 149CP,9) 


l 
IrF1,=1 “6 X oy 


Bx PPA wr(O)a0 


wr( 0 )20 


40, 


其 中 对 Cm (P) 和 ARO, 0) 的 公式 与 (10) 和 (11) 类 似 ， 
由 公式 《10) 和 (11) 可 以 导出 Am.(P, 0) 满足 不 等 式 
|42.(P, 0 )| Salar +£, 

其 中 a 和 8 29258 3, BRR AP, Q) % k>2 有 界 且 当 

P = Q 时 连续 (例如 见 [201)， 
Zt CRCP) EKR G 连续 ， 
因为 函数 o0) 无 穷 可 微 且 在 G 的 边界 为 零 ， 所 以 应 
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用 Green 公式 可 写 
ð'u A cor 
ja groya "(ONO = |) “(0) Bride ° 
最 后 我 们 得 出 公式 
a(P) 一 J “(0) wa QO)a0 


+ BD cP) || Oaar a0 


+ K: , CRP |O Fei 0 


+ + `> e 0- 2R. dO 
lit =l] 8<x: 10y 


+5 || aP, 0) -Ê A. 


在 更 一 般 情形 和 某 种 另外 的 表达 形式 下 这 个 公式 由 C. 1. Co- 
6ores[ 30] 得 出 ， 

为 了 推广 这 个 公式 于 不 具有 普通 导数 而 只 具有 广义 导数 
的 函数 , 先 证 下 述 引 理 . 

引 理 3 设 4(P, Q) 是 形式 如 下 的 函数 : 


A(P,0) = PCP, 2, 


或 ACP, Q) = B(P, Q)Xeln r + 8), 
其 中 B(P,Q) Kf EB WIDE K FIS 


(P) = || ACP, Ouo Jag. 
那么 平均 收敛 


gCP) — ulP)l,—>0 


losP) 一 CP), -> 0. 


ealP) — oP < mM lu) — aC0)|r"ag 
ORTO h io 


< M( || lu0)— Kolera) | [foy 
在 此 M = sup| B(P,Q)|. 
引入 极 坐标 以 了 为 极点 ,我 们 得 出 
( || 20 Y < Cn” 


其 中 4 为 G 的 直径 。 由 此 ， 
=G) AP < M G=2X( |] lead0) — ko) lr) 
从 而 

|| |v,(P) — e(P)|* dP 


G 


< May: |){ |) lac0) — C0) Prao lap 


= M(2rd)* | È$ lus(0) — o) (| apao, 
我 们 仍然 有 
JI r'dP < 2rd, 
如果 我 们 引信 极 从 标 JUO 为 极点 的 话 ， 由 此 可 得 
|| Iva) — oP) lraP 


G 


< M(2rd)** || lus0) —(9)49, (12) 


引 理 证 完 。 同 理 可 证 函数 A(P,0) 取 第 二 种 形式 的 情形 . 
SHAR p(P) 有 所 有 ! 阶 广义 导数 。 那么 存在 ! 次 连 
续 可 微 亢 数列 (p ,(P)) 使 PaP) 平均 收 纹 于 peP) H. 


Dee PIKAT -22 对 所 有 b. b= 0, 1 i, 
riOy’ 8rxhƏy": 


h + 1,= 1. H Co6ones 公式 


pAP) = > X che) [oO nde 49 


k=0 Itis= Əx:' 1Oy'z 
+ D [| e.o) 22a- ag. 
H+ “é xy 


再 由 引 理 。 我 们 可 以 在 出 现 于 这 个 公式 的 积分 之 下 求 极限 且 
由 此 得 出 
P = 5 5 cme) [feco Dee- do 


, 1, 
k=0 I+I;=k xy 


+ > [ARP 0) nao. (13) 


n+la=1 “6 
这 就 是 说 ， 我 们 推广 了 Co6ones SATZ Wp 的 函数 的 
情形 . 

嵌入 定理 〈Co6omes) HER k <I, ZUW 含 于 空 
间 WW 站 .这 就 是 说 具有 所 有 1 阶 广义 导数 的 任 一 系数 pCx， y) 


pl ww < Cillplrw. 
设 p(z,y)€ WP Bi {prs y)} 是 一 列 /次 连续 可 
微 函 数 使 


"AEF y) > pkr, y), r a "D (z, y) 
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在 Ly 的 距离 意义 下 成 立 。 对 Be 应 用 Cobones 积分 
公式 得 


0 gs, -| |o Op. J 
Bxth8yb RCO) 8xzt8y dQ 


+ >, || 4s mCP, O) ter 49. 


IK Green 公式 变换 第 一 积分 可 得 


A = C foo) gas. 


8xth@Əy“% 19 


Ox oy 


十 2, [jas i (P. Q) Sa dQ. 
(14) 
由 引 理 2 知 等 式 (14) 右 端 趋 于 某 一 极限 


XCP) 一 [jeo 2 -or do 


+ > || ARP, Op 9)a0. 


Hl =1 "ë 
x (15) 
但 这 就 是 说 
L(G) — LCG) 
Palts Y) —> glx, y), e mp. BG) yG, y y), 


OriiOy' 
换言之 ，X(x，y) 正 是 函数 o(x, y) 的 (7 一 1) 阶 广义 导数 ， 
这 就 证 明了 (i 一 1) 阶 广义 导数 存在 、 
由 (2 一 1) 阶 广义 导数 的 存在 随 之 而 来 的 是 (一 2) 阶 广 
义 导数 的 存在 ,其 余 类 推 ， 定理 的 第 一 部 分 证 完 。 
用 借助 了 阶 广 义 导 数 及 遂 数 有 目 身 表示 (7 一 1) Br X S 
数 的 公式 (15) 有 
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2P = (— 1 or 0 


Or“1O yt Or OrtiOytz > a 
8! 

+5 || a9 p,0)— CP — 49. 

n J AAA 5 0) a anay, Q 


利用 显然 的 不 等 式 
(a, + a, t-e + a,)” Sla + a° + -: ° + aP), 
| a; > Ü, 


8” COR l: o) 
ðxt:ðy "2 


Bx“ 2 E +, 


"8 
s |< ffoi 
+ 2 (Jamee, 0) 0)}. 
再 由 Hölder 二 人 二 

(1! (8 re do) <a ||1gorao, 


其 中 a 为 一 常数 .重复 使 用 前 述 引 理 可 得 
pret 49) 2 


jeo | 
s So || a 99 
其 中 arn 也 是 常数 ， 

利用 这 些 不 等 式 得 出 
x í | ao |? 

z ðxtiðy*z 


z) 


"aoh, 


<i] | |pCQ)|’do + ,和 上 


89 |’ 
k +I Ay tst!, 
5 Or Oy"? 


<o {| |@(9)|"40 + ,之 Ms 


G 


Ox iƏy!: 
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由 此 对 所 有 (1 一 1) 阶 导数 求 这 个 不 等 式 的 和 , 可知 对 适当 选 
择 的 常数 有 
| ð! 
[fioo > || 2 = 


G krEk =!—1 “ë 
b p 
<a {fllo 5 J 
由 此 得 出 所 要 不 等 式 
lplwg-» < Alelo 。 
定理 全 部 证 毕 . — S 
关于 Co6oxmea 柑 人 定理 的 全 面 的 论述 可 以 参考 [30]， 


P 


dQ 
ð 


_O'p ag}, 


OxiOy! 
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第 三 章 线性 算 子 


一 类 最 重要 的 而 且 非 常 深入 研究 过 的 算 子 是 定义 在 线性 
空间 内 的 线性 算 子 ， 


S1 线性 算 子 


定义 ” 设 给 定 两 个 同时 为 实 或 复 的 线性 拓扑 空间 , E, 和 
E,。 并 设 给 定 一 个 定义 在 E, EBE T E, AWET 
y = AG). 我们 也 常 把 它 记 成 y= 4x。 PER y= Ax 称 
为 线性 的 ,如 果 x 

1) 这 个 算 子 可 加 , 即 是 说 对 E, 内 所 有 x, 和 x; 

Alx, + x,) = Ax, + Ar, (1) 

2) 算 子 4 是 齐 性 的 ， 即 是 说 对 所 有 +€ E。 和 任意 实数 

(如 果 E, 为 实 空间 ) 或 复数 (如 果 E, 为 复 空间 ) 2, 
Alax) = 14x, | 

将 来 我 们 用 记号 (CE, 一 EE,) 代 表 映 E, 于 E, 内 的 所 有 线 
性 连续 算 子 的 集 ， 

显然 ， 对 于 距离 空间 的 情形 算 子 4 的 连续 性 是 说 ， 任 给 
e > 0 #F#E 8 > 0 使 得 球 S(x, 8) 的 所 有 元 的 象 含 于 S( Az, 
e). 

# 1. Zan MEDEE Caris k = 1,: n, FA 


n = D, angg (=l, n) 
k=1 


显然 定义 了 某 一 算 子 y 一 Az Hh n 维 欧 氏 空间 E, 的 元 x 二 
. 114 。 | 


(Ë, TE “多 P 于 同 空间 的 元 J = (m Nas ` ° 5 ma). 
4 是 线性 连续 算 子 。 事 实 上 , 算 子 4 的 可 加 性 由 等 式 


> a (Ë) + EO) = > abt 十 2, aE, 
h = k = k=1 
1 = l, n, 
得 出 ,而 它 等 价 于 等 式 
Alx + r) = Ax, + Ax, 


至 于 算 子 的 齐 性 则 是 显然 的 。 算 子 的 连续 性 可 由 Cauchy 
ByHSKOBCcKH 站 不等式 


JÈ (oP — aS |> 2 Ee iew 
1 一 1 1 二 1 k=1 
得 出 , 式 中 


Xm = LE}, Ym = ALm 一 {ayy Xm >x, ` 
A2 令 | 
y(2) 一 | K(t, s)x(s)ds, | I 
其 中 KC, s) 在 正方 形 0<1,s < 1 内 连续 . 如 果 r(z) € 
C[0,11,BBZ EZ y( € C10, 1]。 从 而 算 子 y = Az Z 
间 C[0,1] 于 其 自身 。 不 难 验证 4 是 线性 连续 算 子 。 事实 
上 ， 


x a) A(x + r) = | K(!, Dals) + x(+)]ds 


= j K(t, s)z,( £ )ds + | K(z,s)m,( $ç )ds$ 
= Ax, + Ax, 
所 以 4 是 可 加 的 . 
b) 4 的 齐 性 是 显然 的 。 
c) ir 2) EZ a) C[4， 1] ENTRAT x(t), BD 
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是 说 在 [0，1] 上 一 致 收敛 ， 因为 在 一 致 收敛 意义 下 可 在 积分 
号 下 求 极限 ,所 以 


lim | K(1,s)x,(t)ds = | K(t, s)x(s)ds, 
即 im 4x = Ax, 这 就 证 明了 算 子 4 的 连续 性 . 
例 3. R EF; 代表 给 定 在 具有 连续 曲率 的 平面 闭 曲线 
上 的 连续 函数 的 全 体 ,距离 定义 为 
| pxzi， x2) = max | ri(#) 一 x,(z) | . 
< E, 代表 给 定 在 由 工 所 包 国 的 闭 区 域 CE 内 的 二 元 连续 函数 
的 全 体 。 在 其 内 距离 定义 为 
puis u) == max |u (E, n) —_ ulë, 7) | e 

+ i—i x(z) € E, tE pK 2 CR n) € E, 与 之 对 应 ， 其 中 
uE, n) 是 对 区 域 G 的 满足 边界 条 件 r) 的 Dirichlet 问题 的 
解 。 如 所 熟知 ， 在 所 给 的 假定 下 这 个 问题 是 唯一 可 解 的 ,我 
们 这 样 得 到 的 对 应 定义 了 某 一 算 子 G = Az. 由 调和 函数 的 
已 知性 质 知 4 是 定义 在 E, HERAT E, 内 的 线性 连续 
AT. 

4. É E= C[0,1]. 在 此 空间 讨论 由 下 面 的 等 式 定 
义 的 算 子 y= Ar 

y(z) = |. x(r)dr, 
4 显然 是 线性 连续 算 子 定义 在 整个 上 . 在 同一 空间 内 讨论 
男 一 个 由 等 式 
d 
| y(z) FA x(t) 

定义 的 算 子 y= Br+。 这 个 算 子 已 经 不 是 对 所 有 x(r)EE 被 


定义 的 ,而 且 即 使 Bx 存在 也 不 一 定 有 y€ E， 但 是 如 果 把 算 
于 BB 内 定义 域 取 做 其 有 连续 导数 (在 C[0, 1] 内 是 稠密 的 ) 的 
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所 有 省 数 所 组 成 的 线性 流 形 , 那 么 算 子 B 的 值 域 也 含 于 CLO, 
1]. 
算 子 B 显 然 是 可 加 的 和 齐 性 的 。 但 这 个 算 子 在 其 定义 域 
内 不 是 连续 的 ， 因 为 一 致 收敛 汐 数 序列 的 极限 范 数 的 导数 不 
一 定 等 于 这 个 序列 的 水 数 的 导数 的 极限 ， KASARA 
都 存在 且 连 续 ， 
简单 性 质 ” 设 4 为 连续 线性 算 子 . 令 * 二 5 十 和， 那么 
t =x— ë, TE Az= AE + AL = A£ + AG — £). H 
此 得 | 
Alx — ë) = Ax — Aš. (2) 
在 (2) 中 令 x 一 点 。 由 此 得 
A(0) = Ax — Ar = 0, 
在 (2) 中 令 x 一 0 可 得 
4( 一 上 ) 一 — 45. 
定理 1 PERETE E, 上 且 其 值 域 含 于 线性 实 空 


ù š Ò h 


设 在 E, KIEA x, , 且 r, > x, T x, 一 xz 十 xo 一 Mo。 
Pk AN A E xo 连续 所 以 
limA(xs — x + x) = Axa, 


但 由 可 加 性 
Alx, — z + x.) = Ax, — Ax + Axo, 
W j; Em Ax, — Ax + Axo = Ax, 
由 此 得 出 lim Az, = Ax 


定理 2 E XE EB E, 上 可 加 连续 算 子 Az 必 为 齐 性 
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先 设 :一 ”为 正 整 数 。 于 是 
A(nx)= AxX + Ar -t+ Ar = nAxr.。 
再 令 zt 二 m JAER. TÈ 
A(mx) = —A(—mx) = —(—m)Az = mAx. 


令 :一 一 为 有 理 数 ， 我 们 有 
(Z+ ]= ma (+ z ). 
设 Lise, TÆ <= së H 
Ax = AC në) = nAE = nd (> ). 


由 此 a(s ) = + Ar, AT 


4 [z )= mA (+=) = 一 Ax, 

RER: AEA. RUZE t 为 无 理 数 的 情形 ， 珊 
么 存在 有 理 数列 {rv} 使 r。 -> 1， 由 此 也 有 lim rr = rr. M 
然 4 2 EE 26 ËJ + Pr ZÀ 

A(1x) = A(limr,x)= lmaA(r,x) = lmr,Az = tAx, 

算 子 空间 ”对 于 定义 在 线性 空间 E. 上 且 其 值 域 含 于 线 
性 空间 E, 内 连续 线性 算 子 所 成 的 集 内 可 以 引入 代数 运算 . 设 
4 和 8 是 这 样 两 个 算 子 。 由 下 述 公 式 定 义 这 两 个 算 子 的 加 
法 

(A + B)* = Ax + Bx, 
并 用 下 述 公 式 定 义 4 与 数 的 乘法 
(14)x = ¿1( Az). 
显然 对 于 这 样 的 定义 就 使 得 线性 算 子 的 集 构 成 一 个 线性 空 
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— W mW... J, ¿/, 


间 ， 在 此 空间 内 的 零 元 将 是 算 子 0， 它 对 任 一 xE E 都 有 
Ox 一 0。 在 此 空间 内 我 们 定义 序列 的 极限 。 例如 我 们 说 
4 一 4 如 朱 对 任 一 xE E, 有 

umd4 „t = Ax, 


今后 将 对 空间 E, 和 E, 作 一 些 补充 假设 后 对 上 述 算 子 
空间 更 加 详细 地 来 讨论 . 

连续 线性 算 子 环 ” 今 取 某 一 线性 空间 E, 并 讨论 定义 在 
上 上 且 其 值 域 于 同一 空间 E 内 的 所 有 连续 线性 算 子 的 集 (E 一 
E). 有 如 上 述 ， 这 些 算 子 构成 一 个 线性 空间 。 现在 还 可 对 
(一 EE) 内 的 第 子 4 和 B 由 下 述 公式 定义 它们 的 积 

(AB)x = A(CBx), 
不 难 证 明 此 积 仍 为 一 连续 线性 算 子 。 我们 可 归纳 地 定义 任意 
个 算 子 的 积 。 特 别 ,我 们 记 
AA = A. ÆA =A,» 
也 容易 验证 (4B)C = A(BC), (4+ B)DC = AC + BC, 
H CG4 十 了 ) 一 C4+CB。 之 外 还 存在 由 等 式 
Ix = x 

定义 的 单位 算 子 1, 其 中 x 为 任意 的 。 此 算 子 满足 
| AI = IA= A 
对 任意 算 子 4， 

由 此 我 们 证 明了 和 集 (E — E) 构成 一 个 具有 单位 元 的 环 。 
此 环 不 一 定 为 可 换 的 ,因为 一 般 说 来 

AB = BA. 
P|. 设 E= C[0, 1]。 考 虑 算 子 


y(p) = | jsx (sds = Ax 


y(z) = (z) = Bx, 
我 们 有 
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i 1 
ABx = | tssx(s)ds = 1 | sx(s )ds, 
0 0 


BAx = # | tsx( sds = # |. sx(s)ds. 

因此 AB = BA. 

非常 重要 的 是 逆 算 子 的 概念 。 根据 环 的 逆 元 的 一 般 定 
义 ， 连 续 线性 算 子 B 称 为 线性 算 子 4 的 一 个 左 逆 元 ， 如果 
84 一 1。 完全 同 理 ， 连 续 线性 算 子 C 称 4 的 右 逆 元 ， 如 果 
4C 一 7。 如 果 算 子 4 既 有 一 个 左 逆 元 下 同时 又 有 一 个 右 逆 
元 C ,那么 它们 必然 相等 ,因为 

B = B(AC) = (BA)C = C. 

在 此 情形 下 ,我 们 说 算 子 4 具 有 逆 算 子 , 并 用 4” 代表 它 。 因 
此 ,如 果 4- 存在， 那么 44` = AA = 一 1。 关于 逆 算 子 的 
概念 我 们 以 后 还 要 谈 到 . 


算 子 函数 ” 算 子 
A"=A.A...4 


n + 
是 一 个 最 简单 的 算 子 函数 的 例子 。 这 个 算 子 函数 是 一 个 更 一 
般 的 算 子 函数 , 即 算 子 多 项 式 
b, ,C A) = aol + aA + a4’ + ee H aA” 

的 特例 。 较 之 算 子 多 项 式 更 为 复杂 的 算 子 滔 数 从 4) 的 定义 
可 用 不 同 的 方式 去 实现 ， 

例如 设 E 为 4 维 欧 天 空间 ，4 为 机 五 于 其 目 身 且 由 对 称 
矩阵 4 给 定 的 算 子 。 利 用 么 范 变 换 U 把 从 化 为 对 角形 ; 


UUU“ = A. 
其 中 
10 0.…0 
02, 0-0 


. + Fk 上 ü í 中 `š 
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E W WS." 4 Ti 


今 设 JG) 为 任 一 定义 在 区 间 [m， M | ERIM, 其 中 m= 
min%;, M = max li < 


fa) 0 0--: 0 
a= a | 
0 Ü O`: fàn) 


8 
JQ = U-'/CA2U. 

这 样 对 定义 在 区 间 [m, M] 上 的 每 一 函数 f(z) 总 有 一 所 
阵 函 数 KU 与 之 对 应 ， 显 然 对 函数 f(z) 三 0 有 零 赴 阵 与 之 
对 应 ， 对 函数 /G)= 1 有 单位 定 阵 与 之 对 应 且 与 fG) = 7 
ARJA U”. desh, Æ 

FE) = A + hG) 
BZ 
fO) = A) + #Xu), | 
XE pG) 一 OSO ,那么 pu) = (UAU). 这 些 等 式 
可 由 对 任 两 个 矩阵 B 和 C 有 
U(B + C)U1= UBU + UCU"`, 
U(BC)U~“ = (UBU- YUCU-), 


及 A) = f(A) + ILA), pA) = AACA) 
成 立 这 一 事实 得 出 . 

也 可 以 由 另外 方法 构造 矩阵 函数 的 理论 ， 即 由 和 矩阵 多 项 
式 转 到 矩阵 宪 级 数 。 但 是 由 这 种 方法 仅 能 定义 趾 阵 解析 了 于 
数 。 沿 这 个 方向 的 深入 研究 归于 A. H. Jlarmo-Jlausrtescxznuñ , 
他 并 应 用 年 阵 解析 函数 去 研究 微分 方程 组 [19]， 利 用 把 卸 阵 
化 为 对 角 线 形 去 研究 失 阵 函数 的 方法 已 推广 到 无 穷 息 阵 的 情 
形 , 且 之 后 于 Hilbert 空间 内 任 一 自 伴 算 子 的 谱 理 论 ( 见 第 七 
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章 $5)。 | 
作为 第 一 个 例子 ， 我们 考虑 微分 算 子 的 阔 数 。 设 E= 


C[0, 1]. H$ D= 所 代表 微分 算 子 ,此 算 子 对 每 一 连续 可 
微 函 数 < (e) 使 此 通 数 的 导数 
. Dele) 一 工 x( 
dt 


与 之 对 应 。 对 # 次 连续 可 微 函 数 x(z) 表达 式 


pa(CD)xCF) = aox(z) + a, dzi) +- 十 an axl) 


dr” 


有 意义 ， 其 中 pC) 为 变量 * 的 任 一 ”次 多 项 式 。 对 无 穷 可 
向 函数 表达 式 
dx (t) 


之 ， a, D" x (t) = > G, di” 


有 意义 ,如 果 等 式 右边 收敛 旦 其 和 仍 属于 C[0, 1] 的 话 。 特 
别 , 如 果 zx(z) 为 zz 次 多 项 式 的 话 ,那么 上 式 成 立 ， 这 是 因为 
Dr"r(i 一 0 对 n> m 从 而 此 级 数 成 为 有 限 和 . 

微分 算 子 的 多 项 式 在 线性 微分 方程 理论 中 找到 应 用 。 这 
些 应 用 中 最 简单 的 是 所 谓 解 具 有 常数 系数 方程 的 符号 法 。 微 
分 算 子 函数 的 更 次 人 的 对 线性 常 微分 方程 和 信 微 分 方程 的 应 
用 包括 在 所 谓 的 运算 微 积 理论 内 [11]. | 

微分 算 子 水 数 的 级 数 在 XIX 世纪 前 半期 曾 广泛 应 用 于 
求 积 理论 ， 插 值 理论 等 某 些 公式 的 推导 。 我 们 用 例子 来 说 
HA. 

首先 , 算 子 x 

KD? , WD PD.. 3D 


I + AD + —— + —— +- : : : + = e 
21 31 n! 


当 它 应 用 于 看 作 解析 的 函数 x(z) 时 得 出 (+4). 事实 
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ehD y( £) = xlt) + Ax'(z) + TO + `° 


十 和 re) + e = x(? + h). 
n! 


因此 如 果 用 A, 代表 其 差 为 上 的 差分 算 子 
Arlt) = x(t + A) — x(t) 


时 ,那么 
erDx(#) = xG + h) = xlt) + A,x(2) 
x = (1 + A,)xz(2), 
或 I + A, = en, 
求 形式 逆 得 出 | 


hD = In (1 + A,) = > 1) Ai, 


这 样 我 们 就 得 出 Gregory 公式 ， 它 用 差分 算 子 表达 微分 算 子 
再 考虑 算 子 


Jx(#) = | x(: + r)dr 和 S<=É@2) = > cix(t 十 Ti)， 


其 中 > ce 一 1。 不 难 证 实 算 子 7 和 5 可 表 为 算 子 刀 的 函 


;=1 


数 , 即 是 说 


1 
;= | edr = < 
0 


I 3 Š = > cie iD, 
¿=1 
由 此 


D 
J=s= Ju -7s =i- DoD 一 |. 
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z e 


e* — 1 
是 Bernoulli 多 项 式 的 母国 数 ， 
r= > A Bla). 
因此 前 述 公 式 取 如 下 形式 


J 一 3 一 JJ Ë — 57 (z 2 par)) | 


f=1 


= —J >> c; pa + D p (z, JE 


i=] 


这 是 由 于 
2, c; B ( Ti) = 2; ci = 1. 
因为 
JIDtz(D] = | x(t + r)dr 


= ETY + 1) — xt a), 
由 此 我 们 得 出 一 般 Euler-Maclaurin 公式 


| zG + Dar = Yl crl + r) 


一 


| -> |> c; Etta) 


i=] 


x [x$e + 1) — r*a]. 
特别 , 当 z = Ü 时 得 
J x(T)dr = > c;x(T;) 一 3 > c; Pact z2 


k=1 Li= 
x [x*-2(1) — x*-0(0)]. 
上 面 推 导 和 的 Gregory 公式 以 及 Euler-Maclaurin 应 该 认 
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为 是 有 根据 的 ,如 果 在 这 些 公式 中 出 现 的 函数 x(z) 是 多 项 式 
的 话 。 因 为 在 此 情形 下 无 穷 级 数 成 为 有 限 和 ， 所 以 我 们 所 引 
和 的 所 有 形式 变换 都 是 合法 的 。 对 无 穷 可 微 函 数 来 说 ， 这 些 
公式 必须 有 另外 的 依据 ,例如 对 余 项 的 估 值 ， 


2 线性 贼 范 经 间 内 的 线性 算 子 


设 E, 和 E, 为 线性 髓 范 空间 .。 因为 线性 赋 范 空 加 是 线 
性 拓扑 空间 的 特殊 情形 ,所 以 对 线性 赋 范 空间 来 说 ,前 述 的 给 
EE E, 上 其 值 域 于 E, 内 的 线性 算 子 的 定义 以 及 定理 1 和 
2 仍然 有 效 . 
我 们 注意 一 下 ， 在 空间 E, 和 E, 内 的 收敛 是 依 范 数 收 
化 ,所 以 算 子 4 的 连续 性 是 说 
lAr, — Axl —>0 当 |, — xl ->0. 
# 51 的 例 1 和 例 2 谈 到 的 算 子 是 线性 连续 算 子 依次 变 
换 线性 赋 范 空间 E, 及 C10, 1] 于 其 目 身 。 例 3 的 算 子 也 是 
线性 连续 算 子 ， 它 变换 沿 本 给 定 的 连续 函数 所 组 成 的 线 狂 冉 
范 空间 于 在 区 域 6G 内 调和 的 函数 所 组 成 的 线性 赋 范 空间 。 这 
时 这 两 个 空间 的 范 数 依 次 为 
|z] = maxlzC)! 和 lal = maxluCE m)l. 
我 们 再 举 一 个 线性 算 子 的 例子 . 
考虑 满足 下 述 条 件 的 无 穷 矩 阵 (aix), s. K = 1,2:--:, 
BẸ 
> 2: laijls < co q>, 
于 是 通过 方程 组 
Mi >; aik 了 一 :2 


k=1 
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使 每 一 元 x 一 {EG El 有 一 元 》 = (l€ 1, 与 之 对 应 。 这 
jiwa T MAE 上 其 值 域 于 14 的 线性 连续 算 


于 ?一 4x 其 中 F+ 。 换 句 话 说 4E C —> la). 


首先 证 明 x € 7, 对 有 y€l,. 利用 对 和 的 Hilder 不 等 
A 


| > [n1 = >| > aail 
< (È S (Sla) Y 


=le $ Xy laali < eleD Dlonls 
既然 这 个 不 等 式 对 任意 # 成立 ， 所 以 令 n> o 时 ， 可 
得 
bie = X; lalt < lle $> $; lent, 
JX LJE D ye la. 
再 证 4 是 线性 连续 算 子 。 令 
s= {EP} Elp, x= {EP} E lp, 


于 是 由 等 式 
2 al ER + EP) = 之 。 ak + 2; a ËO 
可 得 Alx, + x) = Ax, + Ax, 


妈妈 是 可 加 的 ， 至 于 4 的 齐 性 也 是 显然 的 。 兹 设 
r, = {8} 和 += {sé,}€ lp, 
Ax, = y, = HA Z Ax = y = (my € La. 


1 


ly, — y| = (> |a” 一 nle E 
< (È Èn) (Sier Y 
- ($; Ela) i. — at. 
由 此 可 知 当 Jes 一 站 一 0 时 | 
 jy,— y| — 0. 
这 就 证 明了 算 子 4 的 连续 性 . 


算 子 4 称 为 有 界 的 ,如 果 存 在 这 样 一 ARM iE Arl 
M|z|l 对 所 有 rE E。( 在 此 范 数 lllr 是 依 空间 E, 的 范 数 

来 取 的 ,和 而 lel 则 为 空间 E, 的 范 数 )。 | 

依 这 个 定义 ， 有 界 算 子 映 有 界 集 {x} C E, 于 有 界 集 
(4x CE. 

定理 1 为 使 可 吉 齐 性 算 了 4 是 过 代 的 ,必须 且 只 须 它 是 
有 有 办 的 

必要 性 。 设 44 为 连续 的 。 如 果 它 无 界 ， 那 么 存在 序列 
{ra} tE 


Jarn > nlle. 
T 
N S alel 
那么 8。 > 0, 这 是 因为 
l= lele Eo, 4 noo, 
在 另 一 方面 
HE 一 =H lael > 1 

所 以 AÈ, 7> A0 = 0, 
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这 就 是 说 4 在 零点 不 连续 ,与 假设 矛盾 。 
充分 性 。 设 可 加 算 子 4 有 和 界 , 即 
I4xl < Me， 
令 xa >x BE |x, — xl 一 0, 于 是 
lz, — Azxl = |4Cx, — x)| 
< M |r, — xl| — 0 
BH Ar, — Ax, fl 42. 
现在 我 们 证 明 一 个 引 理 ,以 后 可 用 到 它 . 
引 理 设 给 定 线性 算 于 4( 不 一 定 让 界 ) 遇 Banach Zi 
E, 于 Banach 空间 E, N. 令 E, RAWE 
ll A=] < zlil 
的 ze E, 的 集 . 于 是 


且 至 少 有 一 集 E, 在 E, TA 
首先 每 一 集 F 非 空 ， 例 如 0€ EE， 对 每 一 nx。 此 处 显然 
每 一 rE E,, + # 0 至 少 含 于 一 个 E,。 为 此 只 VCD n 为 超 


过 人 的 最 小 自然 数 即 可 。 因 此 可 写 


E, = |] En 
f = 1 


由 于 完备 空间 已。 不 可 能 是 可 数 个 到 处 不 稠 的 集 的 并 (第 
一 章 $6 定理 3)， 所 以 至 少 有 一 集 E, 不 是 到 处 不 稠 的 。 从 
而 存在 一 个 球 SC(xo, r) 使 得 SCxo， r) En ERAH G. 

考虑 一 个 球 Serd) 完全 含 于 S(xo r) 内 部 且 x€ 
En. 取 任 意 * 其 范 数 lell = x,。 那 么 元 x,-+ <€ S(zo r) 
这 是 因为 
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|z, 二 zx) 一 zx 一 ru 
由 于 S(x,, rDCEns MUZE Ses rnE。 的 元 列 fzr) 
使 当 《 — co 时 黑 一 2 十 x( 这 个 序列 可 能 是 驻 序 列 如 果 
xz, + x€ E, ), 从 而 我 们 有 
x ¿ = Zk — X, — v, 
这 时 不 妨 设 
> < |=! 


这 是 因为 zx 一 zx H || = ”5 此 外 lell < >。 
由 于 内 和 r EEn ,所 以 | 
lazil = |Az, — Axill < |All + lll 

< naall + Izl). 
此 外 lel = |x; + x,l < dell + lell < r, + liel. 
因此 

[Az] < Cr 十 21z) 

< Pelet aD ha, 


令 n 代表 超过 
| 2n (r, + 2||z.| 2 


的 最 小 整数 。 于 是 
| lAr < xllxall, 
这 就 是 说 ,所 有 xE E,. 
由 此 具有 范 数 为 x 的 任 一 元 * n] H E, BJ B K. 今 设 
z 为 ;的 任 一 元 。 泡 虑 元 
5 = r, |x ||" 
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由 已 证 ， 存在 元 列 CE, Ia s. TE 


ameda, 


lAr = [zl Jaël < lel sliga = niall 


EHHE BJ KI 
xE E, 
这 就 是 说 E, 在 E, ME 5 EIEEE. 
如 果 说 在 任 一 Banach 空 闻 内 线性 算 子 可 能 不 连续 的 话 ， 
那么 可 以 证 明 在 有 穷 维 空间 内 每 一 线性 算 子 都 是 连续 的 。 
事实 上 , e," > En NE 的 一 个 基 ， 那么 这 个 空间 的 任 


— z 可 以 写成 + 一 > Een 由 于 任 一 4 维 Banach 空间 
FET a 维 欧 氏 空间 ,所 以 如 果 

ra 一 > EWe; — z 一 > Ejer, 
PA EPE i=l, n 但 这 时 


= Dede > 5 š de = Az, ` 
i=1 


这 就 是 所 要 证 明 的 ， 

算 子 的 范 数 ” 设 4 为 有 界 算 子 . 满足 条 件 

Il4xll < Mle 

的 常数 M( 由 于 4 的 有 界 性 ， 这 样 的 常数 当然 存在 ) 中 的 最 小 
者 称 为 算 子 4 的 范 数 ,并 用 4 RAT. 因此 依 定义 数 14| 
具有 下 述 两 个 性 质 : i; 

a) 对 任 一 x€ E, 

larl < Alli xl, (1) 
b) 对 任 一 se 二 0 存在 元 x。 使 | 
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l4=.l| > (lal 一 el 
我 们 证 明 
lal = sp 14 (2) 


或 与 之 等 价 的 等 式 


4xl| , 
lail up I<] (2') 


事实 上 , 若 lel < 1 那么 
laxi < All] zl < Ai 
由 此 ` up Azli < < lall. (3) 


在 另 一 方面 ,对 任意 € > 0 ,存在 元 Xa 使 
laet > (All — s)ll=.ll. 


+ E= eT 
于 是 
a = dee > giy (lal — e 
= |All — e. 


sup 14z| > |45el > ll4l| — e. 


由 此 可 得 Sup ll Azl| > lal. (4) 


由 (3) 和 (4) 得 由 (2), 
例如 我 们 来 求 上 共有 连续 核 的 积分 算 子 的 范 数 。 设 


y (e) 一 = | xG, s)x(s)ds, 

我 们 把 它 看 成 有 C[0,1] F C[0,1] 内 的 算 子 。 令 
Ax 一 | K(t, s)x(s)as. 

我 们 有 
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| K(t, s)x(s)ds 


Axll = max 
£ 
IK(1,s)|ds ° max|xz(s)| 


J 
= max | [KC Dla + Ixl. 
由 此 
AN < max | IKC, las. G) 


因为 | KO, s)14s 是 连续 函数 ， 所 以 它 在 区 间 [0，1] 


内 某 一 点 如 达到 极 大 值 ， 令 
zs) = signK( zos s). 
令 rls) 是 这 样 连续 函数 使 得 |+z,G O] < 1 且 除 去 测度 


小 于 TYP 的 集 E, 外 到 处 有 xC) = zoCs). 
式 中 M 一 max|K(z, s)|. 


在 集 E, 上 到 处 有 
(xas) — zo(s)| <2, 
我 们 有 


l! K(z, s) s)ds 一 | K(1, s)x,(s)ds 
<| IKG, )||z,G) — zos) lds 
= J. KC, ,)||z,() — zs) las 


1 Í 
< 2max | K(z, s)| —— = —.. 
< 2max | KG, s)| -+ 


n 


这 个 不 等 式 对 任 一 z€ [0, 1] 成 立 ， 
由 此 对 所 有 z6 [0, 1] RIJE 
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h KC, z G)4 <| KG, rake)ds + + 
< lall, + + 
在 此 等 式 中 令 (— s 我 们 得 
| KG)1as < NAN lenll + 1 
为 lel 之 1, 在 上 这 不 等 式 中 取 n> oo 的 极限 得 
| IKC, s)lds < llall. 


a) ma [IKC Das <la O 
由 (5) 和 (6) 得 x 
lall = max | |K(z, s)| ds, 


设 在 线性 赋 范 空间 E, 内 给 定 线性 流 形 工 .把 这 个 线性 流 
形 独立 地 看 成 一 个 线性 空间 可 能 是 不 完备 的 。 设 在 工 上 定义 
了 一 个 可 加 算 子 4 取 什 于 某 一 线性 赋 范 空间 E,。 算 子 4 称 
为 在 工 上 有 界 的 ,如 果 存在 常数 M 使 
14zl < Mz! 

对 所 有 z€ L. 这 些 常 数 中 的 最 小 者 称 为 算 子 4 在 线性 流 形 
L 上 的 范 数 并 记 作 || .4.2 

定理 2 设 4 DRETRET UEXLTERERYE 


3 已。 BACIS kiki EEREN PAPERI 
范 数 ， 
换 句 话说 ,在 整个 空间 E, 可 定义 算 子 4 使 
Ax = Ax 对 xEL 
1) 与 此 相应 ,在 整个 空间 上 的 算 子 的 范 数 有 时 记 作 141s . 
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H lAl = lA. 
议 * 为 空间 E, 的 一 个 不 属于 工 的 元 。 ALEE, ME, 
所 以 存在 序列 {x,}CL 使 当 n> o HF |x, 一直- 一 0， 从 
而 
len 一 zol 一 0 
对 n, m — co. BEAR 
| Az, 一 Aoxmll = || Ax, 一 xm) 
< |All. ||z, — z,,|| — 0 
对 ”7 一 oo。 这 就 是 说 {4ozo} 目 收 伍 ,从 而 再 由 E, 的 完备 
性 ， 此 序列 收 人 级 于 某 一 极限 。 记 此 极限 为 Az. i {8,}CL 
为 男 一 序列 妆 人 级 于 *。 显 然 有 
|z, — š,||— 0 
从 而 上 4oxs 一 4 让 ,| 一 0。 由 此 Aë, 一 4+， 这 就 是 说 算 子 
4 在 Es 上 唯一 被 定义 . 车 r€ L, W x。 一 x 对 所 有 n, HB 
Z. | 
Ax = lim Ao, = Áx, 
我 们 所 构造 的 算 子 4 是 可 加 的 ,因为 
| A(xi t xr) = lim AoC xa + +) 


= jim dx + Jim Az) 


== Ax, + Ax 
此 外 它 也 是 有 界 的 ,因为 由 不 等 式 
Aoxall < llAollzllzsl 
取 极 限 可 得 
lAl < 下 az 
由 同一 不 等 式 可 得 
lale < lolz. 
因为 对 算 子 的 扩张 , 范 数 显然 不 能 碱 少 ,所 以 
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lAle, = lllz. 
定理 完全 证 毕 . 
上 述 扩张 算 子 的 方法 称 为 依 连续 性 扩张 。 


$3 # # 1 ëE 


如 打算 子 的 值 域 是 实数 ,那么 我 们 在 以 前 说 过 ,这 样 算 子 
MATR, E ERER EN EZR f(x) 称 为 线性 的 ， 
如 果 

1) f(s + x.) = f(x) + f(x,), 

2) Ixa) — fC) 当 在 线性 拓扑 空间 E Hy r 8k 38 3 T. 

a> W. 

因为 实数 集 是 8 型 空间 ,所 以 对 线性 泛 函 来 说 ,以 前 对 线 
性 连续 算 子 所 引入 的 定义 以 及 证 明 的 定理 对 它 均 适用 。 

定理 1 定义 在 线性 拓扑 空间 E 上 的 可 加 泛 函 如 果 存 此 


zas 1 a 


KOI < ull. 
满足 这 个 不 等 式 的 常数 认 中 的 最 小 者 称 为 泛 函 的 范 数 并 
用 I 表示 ,因此 


WEI < Millel. 
最 后 有 上 一 sup [f(x)| 
或 = EEL, 


**0 [xl 
例 IL i E= L,[ 0, 1]. 那么 
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Kæ) = | (di 


E REZ A. | 
事实 上 ,f(x) 对 任 一 x€ L,[0,1] 有 意义 可 由 Holder 不 


等 式 
j cd <( | | z(z) | rar) ( | dt y 一 læ 


得 知 。 就 由 这 个 不 等 式 也 得 出 f(x) 的 有 界 性 。 至 于 f(x) 的 
可 加 性 是 显然 的 . | 

例 2， 设 E == E:， 即 是 说 E 为 维 欧 攻 空间 ,对 此 空 
则 任 一 元 x 一 (¿y < 

f(x) = c Ë, + eë, + eel + crib, 

其 中 cis Cas teta ck EE NIE SO A f(x) 的 可 加 性 是 显然 
的 。 又 因 z, — x 是 说 和 — 5 对 所 有 i= 1,2,*…*，《， 
所 以 x 


k k 
lmf(x») = lim >, cj” 一 > ciki = f(x), 
这 就 证 明了 f(x) 的 连续 性 . 
线性 泛 闲 的 范 数 可 给 以 一 个 几何 解释 。 因 为 在 《 维 欧 氏 
空间 内 平面 方程 | 
cı + ca 十 … 十 ck 一 (5 
可 写成 f(x) = c, 
所 以 类 似 地 我 们 说 任 一 线性 空间 五 内 一 个 超 平面 是 指 满 足 方 
g 
f(x) = c 
的 点 的 全 体 , 式 中 f AEEA EREZA. AM 
f(x) 一 co 和 f C) = Cc 
HARAPIT. 
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超 平面 f(x) = c 分 空间 为 两 个 半空 间 : 即 满足 fG) 
委 c 的 所 有 点 zx 和 满足 f(x) > c 的 所 有 点 x*。 我 们 规定 称 
第 一 个 半空 间 为 位 于 超 平 面 f(x) = c 的 左边 而 第 二 个 为 位 
于 该 超 平 面 的 右边 。 

超 平面 f(x) = 上 州 具 有 这 样 一 个 性 质 , 即 单位 球 上 x 志 1 
完全 含 于 这 个 超 平面 左边 (因为 对 球 lell < 1 的 点 有 f(x) 专 
#2。 但 在 另 一 方面 决 无 任 一 平行 超 平面 f(x) = lfl e R. 
有 此 性 质 。 _ 

类 似 于 上 维 欧 氏 空 间 凸 体 的 理论 ,我 们 说 超 平面 f(x)= 
I| =R fra 人 zl < 1. 


$ 4 ”线性 有 界 算 子 空间 


我 们 已 经 知道 定义 在 同一 线性 空间 E, LEERE Z 
E， 内 取 值 的 所 有 线性 有 界 算 子 构成 一 个 线性 空间 (E, — 
E,). | 
如 果 再 设 Es 和 E, 都 是 赋 范 空间 ， 那 么 对 空间 (E, — 
E,) 也 可 以 引 人 范 数 ， 

EXE HTE E, T E, 内 的 每 一 线性 有 人 务 算 于 4 我 们 
定义 了 范 数 (有 如 $2 所 指出 的 那样 )。 不 难 验 证 这 个 范 数 满 
足 范 数 的 三 个 公理 。 事实 上 ， x 


1) ilai = sup 4x 20. # MAl==0CBH sup HAz| = 
llx11<1 llx11<1 


0), 那 么 lAr 一 0 对 满足 lel < 1 的 所 有 >*。 再 由 齐 性 知 
Ax = 0 对 所 有 r+, 因此 4 = 0， | 
2) ¿Al = sup Aa4xll = |2| sup Ax] = [alll] 
llz1]<1 LESIE 1 


3) lÀ + B || = sup lx+ Bxl 
TISIC- 
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< sup. 1 4xl + ,sup Bzxll 
= ||4 + BI. 
由 此 可 知 线性 有 界 算 子 空间 是 一 线性 赋 范 空间 . 
在 特殊 情形 下 , 当 E,— R 一 一 所 有 实数 集 对 , 即 是 说 当 
我 们 讨论 定义 在 E, 上 线性 泛 函 所 成 的 空间 时 ， 我 们 称 这 个 
线性 论 函 空间 为 E, HHE ZA], 并 用 Ez RRE”. 
“定理 1 如 果 是 守备 的 ,那么 线性 有 界 算 子 宰 间 也 是 
完备 空间 ， 从 而 是 (8B) 型 空间 . 
| 设 给 定 一 个 自 收敛 线性 有 界 算 子 序列 {4。}, 即 是 说 {4。} 
是 一 个 依 线性 算 子 空间 的 范 数 自 收 全 的 序列 ， 亦 即 | 4。 一 
Aml 一 0 对 n,m 一 co。 于 是 对 任意 < 
| A; 一 4,,z|| < |‖ 4 一 4 一 0 
Xin, m — co, 
“因此 对 每 一 固定 *, 空 间 E, 的 元 列 {4,x} Pk. 既然 
空间 E, 是 完备 的 ,所 以 序列 {4,x} 有 某 一 极限 y. 
因此 对 每 一 x€ E, AT VEE, 与 之 对 应 .这样 我 们 就 
得 出 一 个 算 子 4 定义 为 7 一 4x+。 这 个 算 子 是 可 加 的 : 
Alx 十 r) = lim Asx + x;) 
| == lim A,x, + lim A,x; 


= Axı + Ara 
我 们 来 证 明 4 是 有 界 算 子 ， 依 假设 

x [4s 一 Aril — 0 

对 ns m-> O, 由 此 
llall — lla, — 0 

对 n, m — o. RMAF Alh BW 8k, AW 5. AE 
说 ,存在 这 样 一 个 常数 玉 使 得 

O 现在 许多 有 关 泛 函 的 书 或 文献 都 称 共 轿 空间 为 对 偶 空 间 。 一 一 译 者 注 

° 138 ° 


l4, < K 
对 所 有 n. Hik 
lA,z|| < Kiih 
对 所 有 的 n. Mi 
|4=l| = tim || 4x] < Kilel. 


XERA T AWARIE. P 4 可 加 且 有 界 ， 所 以 4 是 线性 
有 界 算 子 . 

最 后 再 证 4 是 序列 {4} 依 线性 算 子 空间 的 范 数 收敛 意 
义 下 极限 。 对 任意 6 > 0 存在 m 使 当 n >n p > 0 时 

| A, z — Anell < 8, (1) 
对 满足 上 zl 和 1 的 所 有 *， 在 不 等 式 (1) 中 令 p— oo 得 
| lár — Anll < s 
对 所 有 n >n 和 范 数 不 超 一 的 所 有 zx 成 立 。 因 此 对 n 之 m 
l4, — A| = sup (4, — -AJl < s, 

BH 4 一 lim A, 


在 线性 有 界 算 子 空间 内 范 数 收敛 意义 下 成 立 。 由 此 证 明了 这 
个 空间 的 完备 性 

a ARER SA 
在 线性 算 子 空间 内 的 范 数 意义 下 的 收敛 为 这 个 算 子 列 的 一 致 
收敛。 这 一 名 称 是 根据 以 下 事实 ， 若 4。 — 4 在 范 数 意义 收 
XWA Anr > Ar 对 每 一 球 lel 委 ， 一 致 地 成 立 。 事实 
上 ,对 给 定 的 s> 0 T m EN n> n 时 

l4, — Al < 一 . 


于 是 | 
4x — Arl < llA, — 4ilxll < 一 r _ 
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对 所 有 x€ S$(6,+), 这 就 是 所 要 证 的 。 反之, 如果 A,x 一 A+ 
在 某 一 球 lel <r 上 一 致 成 立 ， 那 么 Ax — 4x 对 单位 球 
一 致 成 并 ,由 此 依 刚才 所 证 明 的 有 
lAa — All — 0. 

fE AE PPL T ZE B) (E, — E,) 内 我 们 还 可 以 引 人 算 
子 序 列 另 一 收敛 概念 。 即 是 说 , 线性 有 界 算 子 序列 {4。} 称 为 
强 收 伍 ( 也 称 按 点 收敛 ) 于 线性 算 子 4 (BKS), 如 果 对 每 一 
国定 的 > EAA RF 4x( 具 收敛 )。 显 然 ， 由 序列 (4， } 
的 一 致 收敛 得 出 这 个 序列 的 强 收敛 ， 

有 反之 不 然 。 而 有 如 下 例 所 示 。 设 也 是 Hilbert BEHR 
有 正 交 规范 系 {eis es， ,en，"""}。 令 4 代表 由 元 eu， 
es "， e, 所 产生 的 空间 蝇 , 上 的 射影 算 子 ， 对 任 一 re H 


a | ° 
Ant = ` (x, e;)e; — > (z, e;)e; = x 
| z=1 #=1 


从 而 4, 一 了 在 强 收敛 意义 下 成 立 。 

在 另 一 方面 对 se <1 和 任意 和 ?> 0 我 们 有 

Aneng 一 Antrentil 一 leny] = ] > £, 从 而 {4,} 在 
单位 球 [z] < 1 内 的 一 致 收敛 性 不 成 立 ， 

定理 2 WREN E ME, 都 完备 ， 那么 线性 有 界 算 于 空 
TERRE TURE. 

因为 对 每 一 x FIA aR MANE x 存在 

y 一 lim Anz. 


这 样 我 们 就 得 出 一 个 算 子 y= 4x 定义 于 E, 且 其 值 域 于 

E,。 有 如 上 述 可 以 证 明 4 是 线性 算 于 。 至 于 4 的 有 和 寞 性 则 由 
下 述 重 要 定理 得 出 : 

定理 3 (Banach- Steinhaus ) 。 如 果 Banach A qo 


° 140 ° 


有 界 ， 

假如 不 然 , 那 么 集 {人 4,*+l} 在 任意 闭 球 lz — <| <= 上 
ERF. 事实 上 ,如 果 

lAl < < 
对 所 有 ”和 某 一 闭 球 S(xo, s) 上 所 有 * 成 立 ， 那 么 对 任 一 
E€ E, 元 x 
“ii t” 
属于 此 球 , 从 而 
lAl <c n=1.2, °° 


或 °° ja, ¿j 一 J| A sxol < <c. 


AnS + Anži 


lë] 
由 此 jagi < Hel e, 


因为 序列 (4sxo} 收敛 ， ERFAN Al) AR. 于 是 
lli, || < elsi n= 1,2, 
从 而 lAl Sce x = 二 1,2,……。 而 这 与 我 们 所 作假 设 相 巴 
盾 . x x x 
今 设 Solros E0) 为 E, 内 任 一 闭 球 而 {lAr 在 其 上 无 
界 ,因而 存在 和 元 x1€ S, 使 
lAn all > 1. 
由 于 算 子 An 的 连续 性 ,这 个 不 等 式 在 某 一 闭 球 S (x, ,s,) CS, 
ERY. EHR S, EENAA DER, 从 而 存在 n; > n, 
和 元 x:6 S, 使 
中 4 za > 2. 
HAT 4,, 的 连续 福 ， 这 个 不 等 式 在 某 一 闭 球 Ser 82) CS, 
成 立 。 以 此 类 推 ， 
不 妨 设 n> co 时 ss -> 0。 于 是 存在 点 属于 所 有 球 
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Sa《xn， 8z)。 在 此 点 上 
l, > k, 
而 这 与 序列 {4sx} 对 每 一 x€ E, 收敛 这 一 假设 相 矛 盾 。 由 
此 证 明了 定理 . 
骨 回 到 定理 2 的 算 子 
Ax = lm Ax, 


由 Banach-Steinhaus 定理 可 得 
lA,z| < Mx) #=1,2,-:: 
取 ”一 oo 的 极限 得 Arl < Mli HST 485. 

š “在 Banach-Steinhaus 定理 的 陈述 中 算 子 列 {4,} 在 每 
一 点 x€ E, 自 收敛 这 一 条 件 可 以 换 成 这 个 序列 在 空间 每 一 
点 的 有 界 性 。 这 样 并 不 需 改 变 定理 的 证 明 . 

因此 任 一 强 自 收敛 的 线性 有 界 算 子 列 的 极限 存在 而 且 
也 是 线性 有 界 算 子 ， 即 是 说 ， 算 子 空 间 在 强 收 敛 意 义 下 完 
&. 

下 述 定理 常 是 有 用 的 . 

定理 4 为 使 算 子 序列 {4,} 强 收敛 二 算 子 AMER 


“1) 序列 4LAD ER, 
2) Aaa -> An th = 属于 其 线性 组 全 在 下 .和 的 元 的 
集 X. 
第 一 条 件 的 必要 性 正 是 上 面 证 明 的 ”Banach-Steinhaus 定 
理 。 至 于 第 二 条 件 的 必要 性 则 是 显然 的 。 
今 仅 证 这 些 条 件 的 充分 性 ， 
设 M = supll4,ll, 


HSL) 代表 集合 X 的 线性 包 . 由 于 算 子 A, 及 A 的 线性 
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以 及 第 二 条 件 可 知 A> Aw 对 任 一 re L(X). 
任 取 空间 E, 的 元 ,并 设 挟 不 属于 LX). HAEE > 


0 可 定 z€ L(X) 使 及 一 < 我 们 有 


lA — AFl 委 14 一 Lezl 
+ ||A,x — All + ll A 一 Atl! 
< ||A,x — 4al + (TA, || + |All) — El 


< Az 一 Arl + Z 


由 于 4,x — Ax, TFE n WER n > m 
[4e 一 Aoxll < ef2. 
因此 对 n 之 n 我 们 有 
| 4, — All < e, 
定理 证 毕 . 
对 插值 理论 的 应 用 ”上面 证 明 的 ”Banach-Steinhaus 定理 
有 很 多 的 应 用 。 作 为 这 种 应 用 的 一 个 例子 可 证 下 述 定理 ， 
定理 5 WERN [0，1] Pam EPERE 
阵 
z9 0, 0- .. 
D rD 0 -> 


T = | (2) 


/AD /DN 9... 


s ù è S s 08 y o ù % 9# 


Lar 一 > CU SOP 
其中 
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# wn n 
l (Ds 0 wn(t) == [I ç — t>. 


个 论 征 降 7 宇 样 给 定 , 总 存在 连续 函数 x(z) 使 得 当 n 


Ë Lsx 看 成 算 子 变换 cto, 1] 的 函数 x(2) 于 C[0,1] 
内 遂 数 .此 外 我 们 引入 


ho = maxia Ce), 其 中 2,G) = 2, POL 
k=1 


于 是 不 难 证 朋 [22]， 
[Lal] = ha. 
在 另 一 方面 由 C. H. Bepuurreña 不 等 式 
In? 
À, > -一 。 
从 而 IIL,|| — co, 


由 此 立刻 得 出 上 述 定 理 。 因为 如 采 也 sx — x 对 所 有 r€ 
C[0, 1] ,那么 范 数 IL EAF. 


$5 W F + 


定义 ”我 们 已 经 引入 逆 算 子 的 概念 并 说 明 这 一 概念 的 重 
委 性 ， 现 在 指出 ,与 逆 算 子 这 一 概念 相 联 的 是 形 如 
Ax = y (1) 
的 算 子 方程 的 解 的 存在 性 与 唯一 性 的 问题 ， 式 中 y 为 线性 空 
闻 瑟 的 已 知 元 而 * 为 同一 空间 中 所 求 的 元 .形式 如 (1) 的 方程 
有 线性 代数 方程 组 ， 线 性 微分 方程 ， 线 性 积分 方程 和 其 它 方 
程 。 由 此 显然 可 见 , 求 出 已 知 算 子 的 逆 算 子 是 非常 重要 的 。 
因此 我 们 设 算 子 4 有 逆 算 子 4-:。 这 时 我 们 来 考虑 方程 
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(1). < 


L= A'Y, 
把 它 代 入 方程 (1) 得 恒等式 
AA y = y, 
Fl y= y. Mi 
x = AY 
是 方程 (1) 的 解 . 
今 设 方程 (1) 有 另 一 解 x, FE: 
Ax, = y, 
对 此 在 等 式 两 边 取 运 算 AWA 
x, = AY = x, 


从 而 解 x 一 A" ty 是 唯一 的 ， 
| 如 果 算 子 4 仅 有 右 逆 算 子 C, 那么 不 难看 出 * —= Cy 是 
(1) 的 解 , 但 唯一 性 的 问题 则 不 能 断定 ， 

今 设 算 子 4 有 左 逆 B. 那么 如 果 方 程 (1) 有 和解 x*， 即 
Ax 一 y。 那 么 对 此 方程 两 端 在 左边 施 以 8 可 得 x 一 By, BU 
解 是 唯一 的 。 然 而 解 的 存在 问题 不 能 断定 . 

上 面 的 分 析 指 出 逆 算 子 (两 侧 的 , 左 侧 的 或 右 和 侧 的 ) 不 是 
施行 于 任 一 * € 也 而 是 仅仅 施行 于 形 如 Az 的 元 ， 即 空间 EE 
的 元 的 像 集 。 所 有 这 些 像 构 成 一 个 线性 流 形 ( 空 间 B 的 一 部 
分 )。 推 广 上 述 情况 我 们 导致 逆 算 子 更 一 般 的 定义 。 ` 

设 给 定 两 个 线性 空间 E. 和 E, 并 且 映 E, 于 E, 的 算 子 
4。 如 果 存 在 定义 于 E, 上 且 其 值 域 于 E: RAWAT 4 使 
得 

AiAx=x (2) 
对 任 一 x€ E, 和 

AA y = y (2’) 
对 任 一 YE E,, WARTANA” 称 为 互 逆 的 。 由 此 定义 特 


a 145. 


别 可 得 
(A 11 = A 

如 采 算 子 4 仅 满 足 上 上述 条 件 之 一 ， 那 么 它们 依次 称 为 4 的 
EAMA, 

不 难 证 明 线 性 算 子 的 逆 算 子 也 是 线性 的 . 事实 上 , 令 

x = Á (y, + Y) — A y, Ay,. 
由 于 4 的 可 加 性 我 们 有 
Ax = AA (y, + y) — AA" y, — AA 
= (y, + Y) — y, — y; = 0, 

由 此 x = A Ar = A 10 = 0, 
Rp ATOY, + y,) = AY, + Ay 
这 就 证 明了 算 子 4 的 可 加 性 。 周 理 可 证 算 子 A R. 
然而 由 算 子 4 在 某 一 拓扑 下 的 连续 性 一 般 说 来 得 不 出 逆 算 子 
在 同一 扣 扑 或 另 一 拓扑 下 的 连续 性 。 即 是 说 , 线性 有 界 算 子 
的 逆 算 子 如 果 存在 的 话 不 一 定 为 线性 有 界 算 子 . 

关于 逆 算 子 的 定理 现在 我 们 讲 几 个 有 关 线 性 有 界 算 子 
的 逆 算 子 存在 的 充分 条 件 。 

为 此 我 们 先 作 如 下 注 记 。 设 线性 有 界 算 子 4 一 对 一 地 映 
E, 于 E, 上 ,那么 存在 逆 算 子 4 而 且 也 是 线性 的 事实 上 ， 
对 任 一 y€ E, 存在 一 个 且 仅 存在 一 个 原 像 z€ En SHR 
一 JE E, 使 其 原 像 +€ E, 与 之 对 应 ,这样 我 们 就 得 出 一 个 
算 子 4-:， 而 它 依 其 定义 的 意义 满足 条 件 (2) 和 (2')。 由 此 得 
出 4 “的 线性 ， 

定理 1 AEA AAE WASI F. 于 线性 赋 范 空间 E, 上 


` ee m > 0, (3) 
其 中 有 严 为 某 一 基数， 那么 存在 逆 线 性 有 界 算 子 A `, 


和 


由 条 件 (3) 可 得 4 一 对 一 地 有 上映 E, 于 E, 上 :因为 者 4x 一 
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Y, 4z. 一 》， 那 么 AG, 一 x2) 一 0。 再 由 (3) 

mx, — zl < IQ — r)i = 0. 
由 此 +, 一 zz， 因此 由 上 述 存 在 线性 算 于 4 '。 这 个 算 子 的 
有 界 性 由 (3) 立 刻 得 出 ,因为 


| - 1 — 1 
layi < — ||44 y| = — yl 
m m 


对 任意 y€ E,. ERIE. 
考虑 两 个 映 线 性 赋 范 空间 E 于 其 自身 的 线性 有 界 算 子 4 
和 BB， 那么 乘积 AB 有 意义 . 我们 证 明 
[4 Bl < AJI B]. (4) 
因为 对 任 一 +€ E 我 们 有 x 
|4 Bx|| < llAlll|B1 || < (AANE ki 
由 此 得 所 和 欲 证 . 
今 设 An A, Ba, BE (E — E) 且 在 一 致 收敛 意义 下 
A,— A, B,— B. 那么 A,B,— 48。 事 实 上 ， 
lA,B, — AB|| < ||A,B, — A,B|| + ||4,B — AB|| 
< |lA,llIB, — B| + IBI — All. 
FALALA RUA R. X 
l4 — A|> 0, IB, — B| —>0 
所 以 14,8B, — AB|| — 0. 
定理 2 WARS ICT AB ET E 内 有 A < 2 < 1. 


“在 定义 于 上 自在 取信 的 算 了 空间 中 考虑 级 数 
7 一 4 十 下 一 再 十 … 十 (一 1)"4" 十 …。 (5) 
因为 
Lers ll Al 
同 理 lal < lll. 
由 此 对 级 数 (5) 的 部 分 和 将 有 
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上 sa S.l 

e; 民 一 1)2+142+1 十 (—1)%t24n+2 十 ... + (一 1)2?+2 .42+2 | 

< alH + A +. + ales 

< gh + 212 EER + 2'tP — 0 
对 ”一 oo HL p>0. 这 就 是 说 级 数 (5) 的 部 分 和 序列 自 收 
敛 , 从 而 由 算 子 空间 的 完备 性 知 此 级 数 收 伍 于 其 一 极限 . 

设 S 为 此 级 数 的 和 ,我 们 有 
S(I + A) 
= lims, (I + A) 


= lim(] + A+ Ët + A" — Á — AM — A) 
= lim(I — 45D = 1, 
同 理 可 证 《I + A)S 一 了, 换 句 话 说 
$ = (I + A) `, 
此 处 也 有 


Isi < l< Dr =i 


XMT I +4 BARRENA T EME. 
”定理 3 REF 4€ (E, >— E,) EX A”, HAFA] 
PiE 
laal < [ama 
PARF 一 4 十 A4 HRB 8 
一 ! —j ladi -jf2 
— =< — 2 _ j aaj 
|B A] HAAA] lla l (6) 
事实 上 
| A + AA = AU + AAA). 
因为 4AA < 1, RUAT I +AA 有 道 
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(I 十 4TIA4) 一 5 (—A4 AA). 


PAU + A 1AA) A ERT AU + AAA) = A+ AA 
PJ, yh | 
IC + AA): A~ < |l lll + AAA)": — 1| 


AI sil a A" _ 
< 5 aaala y = A ja 
nzi 


1 — 4 'AAl 
[a4 | i 
< —— 。 
ra | 
这 就 是 所 要 证 明 的 ， 
P|. PAY LT 
Ax = x(t) 一 |: K(i, s)x(s)ds, | (7) 


其 中 KG, ) 为 连续 核 。 此 算 子 映 空 间 C[0, 1] 于 其 自身 
设 K.G, D 是 和 逼近 于 核 KG, s) 的 降格 核 ， 且 设 A 是 与 核 
K,(z, £) 对 应 的 积分 算 子 


A = (À) 一 | K.G, s)xCs)ds, (8) 
考虑 方程 
Ax = y (7') 
K Aox = y, (8') 
令 四 一 max | KQ, s) — Kt, s)|. 


车 A4 = 4 一 4,， 那 么 容易 看 出 [Adl 和 < w。 如 所 熟知 ”， 
解 具 有 降格 核 的 积分 方 积 (8) 还 原 成 解 线 性 代数 方程 组 。 假 
设 这 个 组 有 解 , 而 且 把 它 的 解 记 成 

x) = Ry, 


D Awg]. 
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式 中 太 代 表 与 上 述 线性 代数 组 的 矩阵 相 逆 的 矩阵 (ri 所 对 应 
的 算 子 。 设 ? 是 算 子 尺 的 范 数 , 于 是 知 

E x o < 二 ， 
那么 由 上 面 证 明 的 定理 ， 具 有 非 降 格 核 的 积分 方程 (7) 有 解 ， 


lO 一 ao <—— >. 


反之 ,如 果 已 知 方程 (7) 可 解 ， 那 么 定理 可 以 用 来 证 明 具 有 降 
格 核 的 近似 方程 的 解 的 存在 以 及 用 以 估计 近似 解 的 误差 . 

最 后 我 们 证 明 下 述 重 要 定理 : 

定理 4 (usq) 设 线性 有 界 算 于 4 SRE 
Banach 空间 E: 于 整个 Banach 空间 E, 上 ， 那 么 存在 4 的 逆 
线性 有 界 算 子 AE, T E, k. 

只 须 证 明 4-! 的 有 界 性 . 

由 本 章 $2 的 引 理 ,E, 可 表 为 


E, 一 U Yro 
其 中 Y, 是 满足 
| ll y] < kilil 
的 所 有 元 YE E, 的 集 ， 而 且 最 少 有 一 集 Y, Æ E, 内 稠密 ， 
设 此 集 为 Y。。 

”人 尾 取 一 元 yE BE,。 令 hyi = 1. 我 们 可 以 找到 yE Y, 
使 | x | 

ly— |<, l<. 


(这 是 可 能 的 , 因 SO, DNY, 在 5C0,1) ME E ye S(0, 
) ) ) 比 外 可 定 y, € Y, 使 
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Ji — 712 <Ë, 2 < 
| || — y.) — yll T l| S 7> 
Ait, TAE yE Y。 使 

ly — (y, 十 入 十 + < yl < 


由 此 我 们 得 出 


21 


y = lim $ Yi. 
£=1 
令 了 于 是 


[xa < zly] < rE 


1’ 


k 
序列 {sr} 一 Èi i 当 k — oo 时 收敛 于 某 一 元 ré E, 
及 为 


< nl 
2471 


k+P 
IE 一 s| =s |> > 7 


H E, 是 完备 的 。 从 而 


k z = 1 z=1 
此 外 
k k £ 
Ax = A (lim anA eTR > y = y. 
i=1 i=l i=] 
由 此 , 


S 


= 2nl = 2n ||y|l. 


k 
< lim > lal. 
i=l 


431 lell = Him | 


Dha 
— 
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我 们 指出 与 一 线性 有 界 算 子 相 逆 的 算 子 即使 线性 ， 但 不 
一 定 在 这 个 空间 E, 上 被 定义 而 只 在 某 一 线性 流 形 上 被 定义 
MLER. 完全 同 理 ， 和 一 个 在 E, 内 到 处 稠密 的 流 形 上 定 
义 的 无 界 算 子 相 逆 的 算 子 可 能 为 一 有 界线 性 算 子 而 且 在 整个 
E, 上 被 定义 ， 在 任 一 Banach 空间 内 对 类 似 的 情形 的 详细 讨 
论 已 超出 本 书 的 范围 现在 我 们 仅 举 两 个 例子 来 作 说 明 . 

#| 1. j E = C[0., 1], H. 


Ax == | x(r)ar. 


”那么 4 为 有 界线 性 算 子 ,但 


Ay = Z yA) 
dt 


为 无 界 算 子 ， 定 义 在 满足 y(0)= 0 的 连续 可 微 函 数 所 成 的 
REMEE. 
#2. i E = C[0,1] H 


d dx 
Ax = pA KO 2) + 9(z)x。 
这 是 Sturm-Liouville 无 界 算 子 ,定义 在 满足 边界 条 件 x(0)= 
x(1) = 0 且 二 次 连续 可 微 函数 所 成 的 线性 流 形 上 。 逆 算 子 
| A" 一 | GG, ry Crdr 
是 线性 有 界 算 子 定义 在 整个 空间 C[0, 1] 上 , 式 中 GU, r) 


为 Green WX, 
依赖 于 参数 的 算 子 “ 在 数学 的 不 同 分 支 常常 遇 到 形 如 


4x 一 xz 一 ”或 (4 一 17)x =y (9 ) 

的 方程 , 式 中 4 为 一 线性 算 子 且 4 为 某 一 参数 。 随 着 方程 (9) 
我 们 也 考虑 方程 

Ax— x =0 或 (A — ìl) = 0. (10) 


我 们 称 它 为 与 (9) 相 对 应 的 齐 次 方程 ， 这 个 方程 常 有 解 x 一 
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+ 


wam. 4: 


0， 我 们 称 这 个 解 为 平凡 解 . | 

我 们 设 对 某 一 4 算 子 4 — 11 有 逆 (4 一 41) t R, 
那么 对 此 4 方程 (9) 关 于 任 一 》 有 唯一 解 

r = Ry, 

齐 次 方程 (2) 这 时 仅 有 说 凡 解 x = 0. 

如 果 (4 一 41) 的 值 域 在 E, 黎 密 且 此 算 子 有 有 办 逆 ， 我 
们 就 说 4 是 4 的 正则 值 。 如 果 方 程 (10) 对 某 一 2 除去 平凡 解 
以 外 还 有 另外 非 零 解 ， 那 么 这 样 的 4 就 称 为 方程 (10) 或 算 子 
4 的 本 征 值 ， 而 对 应 的 非 零 解 就 称 为 方程 (10) 或 算 子 4 的 与 
本 征 值 4 相应 的 本 征 元 。 设 1 为 算 子 4 的 本 征 值 旦 (9) 对 某 
一 > 有 解 ， 那 么 它 的 解 不 是 唯一 的 。 NAE x, 是 方程 (9) 的 
解 ， 

Ax, — Lx; =, | 
H. e 是 算 子 4 的 与 本 征 值 4 相应 的 本 征 元 ， 
Ae — le = 0, 

那么 4(xo 十 c) 一 (xzo 十 ce) = y, 
所 以 zo + e 也 是 方程 (9) 的 解 ， f 

不 为 4 的 正则 值 的 复数 2 的 全 体 称 为 算 了 于 4 的 谱 ， 特 
别 , 所 有 的 本 征 值 均 属于 谱 . 

由 定理 2 和 3 得 如 下 命题 ; 


若 4 满足 zi lal =q <1, 则 算 子 4 一 17 有 逆 且 


1 
R, " (z + 7 + =: + ). 
£ 4 AEH, M 
Ai < ICA — ¿ID l|? 
了 时 2 + A 也 为 正则 值 。 由 此 可 知 正则 值 的 全 体 为 复壮 面 
上 开 集 ,从 而 谱 为 团 集 ， 
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例 ， 在 空间 C[0, 11 内 考虑 积分 方程 
X(t) = y(z) + 2 | K(z, s)x(s)as, 


式 中 K(G;, s) 在 正方 形 O< ¿, (< 1 内 连续 ， 


(11) 
1 
kw 


而 且 把 方程 写成 上 面 说 过 的 算 子 方程 的 形式 可 得 
| KG, oz — uC) = — wG), 


或 者 令 Ar 一 | KG, DzG)4s, WA 


Ax — ux = — pu}. 
此 外 ,我 们 得 出 
Re = R. 一 一 方 (1 十 入 十 人 二 .. 
一 一 4(1 + 14 EPA: 
注意 到 


A’z = K.G. s)z(s)ds, 


) 


DA 


其 中 K,G. 1) 是 核 KO, s) 的 重复 核 , 即 由 下 式 定义 的 核 : 


K,(z, s) = K(t, $) 


K,(t, s) = | Ki(1,7)Kp (z, )dr p> 1, 


由 此 我 们 有 


Riz 一 一 4gz(z) — 2’ | K(t, s)z(s)ds 


— 2° j. Ks(t, s)z( £ )ds 一 


因此 方程 (11) 的 解 是 
bf 
O) = Ri ( Ly) 
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s.. 
. 过 


= yO Ha | KO, Cas + 2 | K.G, Cd + 
这 祥 一 来 我 们 就 得 出 与 积分 方程 论 同一 的 解 , 即 是 说 
xL) = y() + 1 | R(t, sà )YCs)ds, 


式 中 R(z:., $s 1 ) 是 核 K(t, s) 的 预 解 核 ， 
在 积分 方程 论 对 预 解 核 RO, s2) 所 得 出 的 方程 是 说 
Ra 是 算 子 14-1 的 右 逆 和 左 逆 算 子 . 


$6 共有 基 的 Banach 空间 


定义 设 了 是 一 个 无 穷 准 了 型 空间 。 的 元 列 c, 
Cis ` `" 5 ns …… 称 为 这 个 空间 的 一 个 基 , 如 条 任 一 元 * € E 
可 以 唯一 地 表 为 


x = >; Šie; 
的 形式 ,其 中 £, 为 定数 。 表 现 的 唯一 性 显然 等 价 于 条 件 
>: HF == Ü 


当 且 仅 当 Ë, = 0 对 所 有 í. 
例 L. 设 FE 一 lp. 那么 元 €, 一 (1. O. 0, 0.-- 1. e= 
{0, 1 ,0,0,.: 27 ° * ° 的 全 体 构成 1 的 一 个 基 . 因为 对 任 一 
zr € lp 我 们 有 唯一 表现 x 
t = >, £;e;s 
如 果 x = {Es 629 "上 的话 ， 事实 上 


> Eje; = {5s E29 tta Ens Os EES F 


i=] 


. 1553 。 


因此 


z 
x 一 > Š;e; 
i=1 


_ 10. 0,...,0， Entiat ' z2) 


oÙ 


-( 5 aty >o, 
这 是 因为 收敛 级 数 的 余 项 趋 近 于 零 从 而 
此 外 ,如 果 加 ü 


kea J 
r= Dl he; = Y Een 
i=] i=l 


Bp 0 = 2. CE Ee = (h — E, E E, h 


HA E; = s i=l, 2, e, 
XERE. 
g“ 
4 ua, ít) 
£ 
/ 3 
0 > Z 7 
3 


. #|2. iZ E= C[0, 1], Æ C[0,1] 内 讨论 如 下 的 元 
人 
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ts 1 = 4, TONTONMOR TONTON a(t), 
(1) 
式 中 NOEL: =], 2,3 0< <24 定义 如 下 : unke) = Ü, 


如 果 EKA (E, AEL) 之 外 。 但 在 此 区 间 内 wG) 的 


图 形 为 一 高 等 于 一 的 等 边 三 角形 (在 图 3 给 出 ual) 的 图 
É). ~ 
FAR x(z)€ C[0, 1] 可 表 为 级 数 的 形式 


© 2k-t 


cle) = ag t+ all—i)+ > D anuk), (2) 
k= 


式 中 qo 一 xz(0)。 一 x(1), 且 系数 au 则 由 图 4 所 示 的 几 
何 构造 而 唯一 确定 . 
级 数 (2) 的 部 分 和 


了 一 1 2 到 一 


ad + a(l 一 t) 十 > > ING 


显然 是 一 个 折线 具有 2: 1 个 顶点 位 于 曲线 r= 上 
横 坐 标 等 距 的 点 上 。 函数 (1) 的 全 体 构成 CI0, 1] 的 一 个 
基 . 

如 果 空 间 E 有 基 *, 那 么 它 显然 是 可 分 的 . 作为 具有 基 的 


空间 内 的 一 个 可 数 稠密 集 可 取 形 如 2; riei 的 线性 组 合 ， 其 


中 r 为 有 理 数 。 我 们 自然 假设 每 一 可 分 B 型 空间 有 基 .。 但 
是 ， 尽 管 对 我 们 熟知 的 所 有 具体 的 B 空间 来 说 ， 我 们 构造 了 
ERS. 然而 对 任 一 可 分 B 空间 基 古 否 存在 没有 得 到 证 


O 本 节 定义 的 基 一 般 称 为 Schauder 基 以 区 别 于 对 任 -~ 线性 空间 均 存 在 的 
Hame! 基 ，:- 一 一 译 者 注 
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BH, 
设 Ë = E; 为 召 型 空间 具有 基 Cis 239s ` es Cng’ a 我 


们 考虑 线性 空间 E, 其 元 为 所 有 可 能 的 使 得 级 数 D) mei 收 
伍 的 数列 y= (m, mol e 在 E, 内 引进 范 数 ， 
令 | | 


Iyi = sup 


>; n:e; ||, 
我 们 来 证 明 EE, 为 8B 型 空间 .事实 上 ,验证 范 数 公理 的 被 
满足 是 不 难 的 。 今 设 给 定 序列 
| {Yr} CE,, y, — CHAP 2，.…。 
老 此 序列 目 收敛 ,那么 对 给 定 的 s > 0 我们 有 


IS 一 | 一 sup Eaa) elce. 
Hm, k> me). Mii 
|> (m — mi )e; < E» (3) 


对 mm, 之 m(e) RHES” 成立。 由 此 


[ms 一 22 Deal 


n #—1 
= |> G — afb), — 3 Gf” — nf), 
¿=1 £= 1 


n-i 


>, P — i)e, 


£=1 


， < | > Q” — "Ée, | + 
| i=l 


< 2e, 


因此 
» 最 近 P. Enflo 在 Acta Math 130 (1973), 309—317 构造 了 一 个 可 分 


B 型 空间 但 不 具有 Schauder £S. 从 而 解决 了 Banach 握 出 的 这 个 坷 
Ë. 一 一 译 者 注 


+ 158 ° 


28 | 
x lensli | 
对 m, K> me) KIER a 成 立 。 从 而 数列 {ns me- 
收 伍 于 某 一 极限 n 而 且 对 任意 > 成立。 
在 不 等 式 (3) 中 取 k— oo 的 极限 得 
>, P — nP )e; 


£ =1 


对 m = mo( 8 ) AEE n. € 
Sm D Pen = Y ne; 
¿=1 £ =1 
注意 到 不 等 式 (4) 可 得 
|| 9, — so < ||), 一 5 十 28 


对 m 之 mos) 和 任意 > 及 P> 0 成立. 
今 设 给 定 任意 数 5 > 0。 选 es， 从 而 选 me) 使 28 < 


> bs m 之 mle) ZAER n WE 


Ins 一 | < 


=< 8 (4) 


|, — l< = 


对 n>m 和 任意 p> 0 (由 于 级 数 >) ne 的 收敛 性 这 
是 可 能 的 )， 于 是 


|, — s| < è 


对 2 n K TENSR p> 0。 换 何 话说 ,级 数 
3 nË); 


I. AT Yi = [mU n» “9 Na» ° ° . T€ Ey. 此 外 ,再 出 
不 等 式 (4) 得 
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f 
> GP” — aP )e; 
£ = 1 


sup! 
* 1 


<s XJ m >m. 
这 就 证 明了 E, 的 完备 性 . 
显然 ,对 每 一 
eh 
有 唯一 元 ü 


y, = 15, $29 上 Ey 
与 之 对 应 。 反之 ,对 每 一 y = lm 6 Ey 有 W:— JÚ xy € E, 与 
之 对 应 , 即 
xy 一 > NiC ie 


这 样 一 来 ;我 们 定义 了 一 个 算 子 x = Ay 一 对 一 地 映 Ey 
于 EE. 上。 不 难看 出 , 算 子 4 是 线性 的 。 此 外 算 子 4 也 是 有 帘 
RU. 事实 上 ， 


lási = lel = || X we 
£= 


7 
> m; 
i=] 


由 此 我 们 得 出 一 个 线性 有 界 算 子 4 的 一 对 一 地 贞 E, 于 E, 
E. fk Banach 有 界 逆 算 子 存 在 定理 可 知 存在 逆 算 子 ?一 
A's 而 且 它 也 是 有 界 的 。 令 


x = >, š; e; 


为 E, 任 一 元 。 我 们 定义 泛 孙 矿 为 (x) = 54。 EAZA 
f 是 可 加 的 。 此 外 | | 


| G| = ll = Eel 
liexl 


一 让. 


< sup 
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K k—1 
| > Š e; 一 ` Bie? 
i=l ` i=] 
lell 
5 HF _— -= 
i=l ileri 


— 2 A x 2147] + 
id < 


< 2sup 


由 此 得 出 它 的 有 乔 性 ， 从 而 灰 是 线性 的 ,而 且 


Ifl < 214 `l 
PA 


a 


2||y|| 
ilex 


SNE k BEE fe 如 上 , 我们 就 得 出 一 个 无 穷 序列 
HIAR PEZ RKI fis h° ° ° s faste CC Ex 而且 任 一 元 r€ E, 可 以 


写成 
x = > fi(%) ei, 


特别 , 令 r= e; DPA 
5 一 | # i=j, 
# i=j 


jo) =Í. 3 ; = j. 


(5) 


由 此 我 们 得 出 两 个 序列 : 元 列 1) RERNI) CM 


满足 等 式 (5)， 这 样 两 个 序列 称 为 双 正 交 的 . 
今 任 取 线性 泛 函 je EF. AA 


r = 2 F (e)e, = lim > f: (w) eis 


所 以 


KE) = im > Ge] = im D fe) 
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= >; f(x)f( e;). 
令 f(ei) 一 cj， 那么 对 任 一 线性 泛 函 fE E# 我 们 有 
f(x%) = > c H (x), 


t=] 


co 


或 f= 51 cfi. (6) 


i 二 1 


表示 (6) 显 然 是 唯一 的 。 而 且 级 数 (6) 对 每 一 * KA. 
今 仍 设 * 为 E; 任 一 元 , FE 
£ = 2; E jej =>, Šjej -+ > $ j€ js 


因此 ,对 每 一 元 *E 有 8。 有 两 个 唯一 定义 的 元 与 之 对 应 : 
y, >! 5je; 和 z, = 之 了 

由 这 两 个 等 式 定 义 了 两 个 算 子 
y, = 9 和 z, = Ë ,x 

以 E, 为 定义 域 且 具有 值 域 于 同一 空间 ， 


显然 对 每 一 固定 n, S, M R, 均 为 线性 有 界 算 子 。 事实 
上 ,线性 是 显然 的 ,至 于 有 界 性 则 由 不 等 式 


[saxli < =p | 27 š;ei|| = 147l < lale] 
' 
|R,z| < 2314 
得 出 ， . 
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第 四 章 + PE Z A 


我 们 将 在 本 章 详 细 讨论 定义 在 线性 赋 范 空间 上 线性 泛 函 
的 简单 性 质 . | x 

首先 回忆 一 下 以 前 证 明 过 的 既 对 算 子 也 对 泛 函 成 立 的 某 
些 定理 。 现 在 我 们 对 泛 函 来 叙述 ， | 

定理 ( Banach-Steinhous ) 设 定义 在 Banach z jH] E FKY 
线性 汉子 序列 在 每 一 点 * & 了 上 有 界 ， 那 么 这 些 泛 函 的 范 数 


EAD EAR. 
定理 1 如 果 线性 泛 函 序列 U | G) 在 Banach 空间 E 的 


x f Ge) — f(%) 
对 任 一 x€ E. 
定理 2 akka ka {fa} Æ Banach ER E 的 每 


t è> 9% > o Ó 6 09 


1. IAR 
2. f,G) —> pE) 对 某 一 集 WMC BE 的 任 一 * 成 立 , 但 假设 
M POTIOR IE ATE E HRI. Es 


* 因为 实数 集 是 卫 型 空间 , 所 以 第 三 章 $2 定理 2 适用, 一 一 译 者 注 
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$1 Hahn-Banach 定理 及 其 推论 


下 述 重要 定理 指出 这 样 的 可 能 性 ， 即 给 定 在 不 一 定 在 线 
性 赋 范 空间 五 内 稠密 的 线性 流 形 工 上 线性 泛 函 可 以 扩张 到 整 
个 空间 上 而 不 增加 范 数 . 

定理 4 Hahn- Banach) OO E 内 的 线性 


pC 使 
1) F(x) = f(x) 对 <€ L, 
2) |F le = lfl. 
取 元 ze 工 并 考虑 形 如 z+ + tx 的 元 的 集 (L; r) = Lis 
其 中 zx 上 工 且 :为 任 一 实数 ， 
显然 元; 为 线性 流 形 。 今 证 它 的 每 一 元 可 以 唯一 地 表 成 
r + zz 的 形式 . 否则 , 设 元 <€ L, 有 两 种 表现 : 
u = x, + ra 和 u= x, + Lr 
H a*n (NZ /EME 83 F HI +z, 十 az = x; t hr 可 得 
X, 一 x, A fu Sl: —)., 我 们 有 
x, — xz, = (nhn 和 x = PA, 
f, — fi 
但 这 是 不 可 能 的 ,因为 EL, IH x, fi z#€ L， 由 此 有 = 
f2; 从 而 +, 一 +z。 这 碌 证 明了 表现 的 唯一 性 ， 
今 取 两 个 元 x 和 EL, RIE 
f(x) — fx) = Hr — z”) er — "| 
< [ABE 十 xoll + le” 十 xoll}. 
由 此 
fx) 一 Ilie + x,|| Kx E fz” + xl. 


。164 。 


因为 x 和 x” 为 工 的 任意 元 ;所 以 
sup{f(*) 一 站 二 roll} < inf {f(%) + fl + roll}. 
由 此 存在 实数 “ 满足 不 等 式 
sup (JG) — |i#l: + xy < < < inf {f(x) 十 fx + roll}. 
(1) 
今 取 任意 元 s€ ZL。 依 上 述 它 可 表 为 
| u = x + tro 
的 形式 、 其 中 x & 工 积 实数 : 唯一 确定 。 我 们 引信 一 个 新 泛 . 
a Pw), 它 对 元 u =r + tx。 由 等 式 
plu) = f(x) — zc 
定义 ,其 中 < 是 满足 不 等 式 (1) 的 某 一 固定 实数 ， 
显然 上 和 9 在 世上 一 致 ， 又 p(w) 也 显然 是 可 加 的 。 我 
们 再 证 gelu) BERES fx) 具有 同一 范 数 ， x 
为 此 我 们 讨论 两 个 情形 。 
l)z> 0. H -e L 和 (1) 可 得 


gl = (Z)— < ft] + a 
= [flle + zx = Ille, 


| 


因此 
LE (2) 
2) : < 0。 由 (1) 可 得 


加 


一 -— rl lz + zx|| 


_ + 


= —illal. 
由 此 
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pu) = (EE)— e} < e + Alel = llul, 


换 句 话说 仍然 得 出 (2)， 
这 样 ;不 等 式 42) 对 所 有 ': z € (L; x) = L, RY. ÆC) 
中 以 一 wz 代 w 可 得 


— pu) < fiall. 
再 由 (2) [pC)! < liliall, 
从 而 [CE 
BZR PEL EZA fE L LOPI MA 
lei > lll. 
结果 lel = Ifi. 


CARIERA p gk M WE PET LE Y p HER. ) 由 
此 可 知 , 泛 泣 f(x) 扩张 到 了 L,= (L; x) 上 而 保 皖 范 数 ， 

如 果 空 间 E 可 分 , 那么 Hahn-Banach 定理 的 证 明 可 以 如 
下 完成 、 设 N 是 内 可 数 秽 密 集 ， 取 这 个 集 的 那些 不 售 于 工 
内 的 元 并 排列 成 

依次 在 流 形 

(L; x) = Lis (Li x) = Late 

ESKEA IG) ,我们 得 出 某 一 线性 泛 轴 ps 定义 在 一 个 在 EE 
内 征 密 的 线性 流 形 L, 上， 而 它 是 所 有 La 的 并 ， 之 外 也 有 
lpo = 上 州 ， 之 后 再 依 连续 性 (定理 3) 扩 张 ps 于 整个 EE， 这 
样 我 们 就 得 出 所 要 泛 函 F. 在 一 般 情形 下 ，Hahn-Banach 定 
理 的 证 明 取 用 到 Zon 518. 

”我 们 考虑 泛 函 1 的 所 有 可 能 的 保持 范 数 的 扩张 ， 有 如 上 
面 所 证 明 ， 这 样 的 扩张 是 存在 的 。 在 这 些 扩张 所 成 的 集 $ 内 
引 人 半 序 , 令 

FKE» 
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如 果 在 了 被 定义 的 线性 流 形 L 是 在 P' 被 定义 的 线性 流 形 
L” 的 部 分 且 了 f(x) = f'G) 对 reL. BRAAI A 
有 半 序 的 所 有 性 质 . 

今 设 {fs} 为 集 @ 的 任 一 全 序 子 集 ， 这 个 子 集 有 上 界 , 而 
它 是 定义 在 线性 流 形 L. 一 U Le LORD f RH Le È 


fs 的 定义 域 且 
fx) = fa C£), 

如 果 rE Lx 是 La, 的 元 的 话 。 显 然 fe 是 线性 泛 函 且 lAl = 
IRER ed. 由 此 我 们 看 出 Zon 引 理 的 所 有 条 件 被 
满足 ,所 以 @ 有 极 大 元 FEF， 这 个 泛 沙 定 义 在 整个 E 上 ;因为 在 
相反 情形 下 它 还 可 以 扩张 ,而 这 与 为 @ 的 极 大 元 相 矛 盾 . 

定理 完全 证 明 . 

注 。 因 为 满足 (1) 的 数 c 的 选择 可 有 不 同 ,而 且 集 的 极 
大 元 也 可 能 不 只 一 个 , 所 以 依 Hahn-Banach 定理 所 得 的 线性 
泛 辫 的 扩张 一 般 不 是 唯一 的 ， 

Hahn-Banach 定理 已 被 扩张 到 具有 复数 因子 的 情形 ? 

推论 1 设 EDT paeten Xo >< 0 为 的 任 一 al 


+ ọọ 8 S5 Á. 


1) hi = 1, 

2) f(x) = lxoll. x 
考虑 元 集 {1xo} 一 L, AA t 通过 所 有 实数 ， 集 工 是 空 
Wj ERIH ro 定义 的 线性 流 形 ，。 在 上 上 定义 泛 冰 p(x) 如 下 : 
E x 一 itxo， 令 | x 

gp (a) = zlil. | (3) 
显然 x 
1) glr) = loll 


1) Matem. c6. 3 (45), 1938 
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2) [pC | = [llle = ,由 此 yl = 1. 

扩张 证 函 g(x) 于 整个 空间 而 不 增 大 范 数 ， 这 样 我 们 职 
得 出 一 个 泛 遂 人 x) 上 共有 所 需 性 质 . 

推论 2 设 在 线性 冉 范 空间 E 内 给 定 线性 汶 形 L.。 Hik 


元 s €L LER d > 0(4 = if |w, — zl), 那么 存在 线 


性 泛 函 f(x) 定义 在 整个 E 上 上 且 满 足 


1) fC) == Ü) 对 x€ L, 
2) f(x) = 1, 


1 
„3 = 一 。 
3) =+ 


AA SE (L; xzo)， 它 的 任 一 元 可 唯一 地 表示 成 w= 二 + 十 1xo 
的 形式 ， 其 中 x e L Bz: 为 实数 。 WTEM N ENZ A 
pC“): 
E u = x + tt € plu) =z, 
m ger) = 0 Ere L E. or) = 1. 
现在 来 求 je| .我们 有 
delel lele 
gol = l = et 
lel ooo j ol 


= X x Dà 
E+ A 
£ 1 


lol <+. (4) 


| d 
此 外 ,存在 序列 {x,}CL 使 


lim ||x, — xol| = d, 


由 此 


我 们 有 


而 且 因 为 
[pra — x)| = [p(xs) — poi = 1, 


[PCr — z|a)| < lelles — xoll» 
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所 以 s 1<lellz,- xl. 


取 极限 得 
1 < lll 
或 -llel > Z. | (5) 
由 (4) 和 (5) 可 得 | 
lel = —. 


RIWAI SE p(x) 于 整个 空间 后 ,我 们 得 出 一 个 泛 函 1(%) 
RA P iE. 
| 第 一 个 推论 是 说 在 任 一 线性 赋 范 空间 存在 不 恒 为 零 的 线 
EZR., 另 一 方面 ,由 这 个 推论 可 知 : 如 果 线 性 赋 范 空间 E 
的 某 一 元 * 使 得 等 式 f(x) = 0 对 共 统 空间 E* 的 任 一 线性 
ZE IRLA x = 0. 
E METEEN Aa AAN T JUITA 可 解释 。 


六 个 是 到 是 Minkowski 对 x 维 空间 的 一 个 命题 的 推广 
事实 上 , 对 这 样 一 个 球 的 承 托 平面 的 方程 必须 是 f(x) = 
riil. BERA z 可 以 构造 泛 函 f, 具 范 数 H 


foC xo) = |xol =r, (6) 
平面 . f(x) = + 


是 承 托 平 面 , 且 由 (6) 过 点 x. 
第 二 个 推论 对 于 解释 用 元 E T23 ` ° 5 Xn "JCE 的 
线性 组 合 去 逼近 已 知 元 am 的 可 能 性 的 问题 是 有 趣 的 。 事实 


上 ,由 第 二 推论 可 知 ,为 了 = 是 形 如 > cz 的 线性 组 合 的 某 


*” 这 个 推论 说 明 在 任 一 线性 赋 范 空间 内 存在 充分 多 的 线性 泛 冰 ,但 存在 线性 
”拓扑 空间 ,而 在 其 内 的 线性 泛 冰 只 有 零 沁 六 例如: L ,C0,.1) 0<p<l. 
一 一 译 者 注 
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序列 的 极限 ,必须 且 只 须 对 于 在 元 Xis X> ° ` 为 零 的 所 有 线性 
ZR FA fr) = 0. 

事实 上 , 设 由 r) = 0, i= 1, 2，… 可 得 大 xzo) = 0. 
那么 x 不 可 能 与 由 元 41x} 所 产生 的 流 形 工 的 距离 4 > 0， 因 
为 在 相反 情形 下 由 第 二 推论 将 存在 泛 画 fo 使 得 PC) = 0， 
:一 1，2，… B. f(xo) = 1. 但 若 d = 0, 那么 它 是 说 x 或 


为 线性 流 形 工 的 聚 点 或 me 工 。 从 而 z THN D) esx; 的 
TRE. | 
”反之 , 设 加 是 的 元 的 某 一 序列 的 极限 且 Km) = 0 对 
某 一 泛 函 f RU. TES 


k, | 
Xy = lim š, P == > ch x;s 
| | k, 
那么 E JK, 2 一 > cy” f(xi) 一 0, | 


$ 2 ” 某 些 函数 空间 内 线性 泛 函 的 一 般 形式 


对 于 许多 具体 的 函数 空间 来 说 ， 我 们 可 以 求 出 定义 和 在 这 
些 空间 内 的 线性 泛 函 的 一 般 形 式 。 知 道 线性 泛 函 的 一 般 形式 
对 函数 空间 的 一 些 研究 是 有 用 处 的 . 

n 维 空间 E. 内 线性 泛 函 ” 设 1 是 定义 在 E, 上 线性 泛 

z= X) ici€ Ens 
£ =1 
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其 中 {eis Cas ° ° 5 en} 是 En HTE RIS 


f(x) = f (> 79 = 2 Sif( i) = > Èf; 
f(x) = >; šf; (1) 


的 表达 式 , 其 中 ;为 任意 数 , 显然 为 ,内 一 个 线 柱 泛 函 ， 基 
此 表达 式 (1) 给 出 定义 在 ” 维 空间 上 线性 泛 函 的 一 般 形 式 . 因 
Xf TUAR” 维 矢量 f 的 分 量 , 所 以 E, ARZE E 也 
是 二 维 空间 ,但 它 的 距离 一 般 异 于 E, 内 的 距离 . 

例如 设 lell 一 max 18;| ;那么 


KOL [Xia] < 2218111 < (X 161, 
由 此 


Wh < Sl. (2) 
在 另 一 方面 , 若 取 元 ü | 
加 一 > signf; * e; € Ep» 
BA lal- 8 
(a) = Dy sgnf f= Dp = (Dl) el 
因此 x 
l> $ I. G) 


ADMO TEI = 3 lfl. 
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如 果 在 ,内 引信 欧 氏 距离 ,那么 不 难看 出 在 E; 内 的 距 
离 也 是 欧 色 的 . 

依照 张 量 代数 中 常用 的 术语 ,空间 E, ERARE, 
而 空间 E# 的 元 则 称 为 协 变 的 。 线性 泛 函 f(x) 可 表 为 内 积 
的 形式 

f(x) = (x, f) 

其 中 <€ E, f#€ E$. x 

空间 s 2k — A R f(x) 是 给 定 在 空间 s 
WÉIEE., $ es = {EPAR E 一 1 HEP m0 
>n, 再 令 Ke) = a,. RAZE * 的 收敛 是 依 坐标 收敛 ， 
所 以 对 元 t= {Es Š, `o Šano … 有 如 下 等 式 


r = lim 2 Erek 一 > Skeks 
由 此 依 泛 函 f(x) 的 连续 性 可 得 
JG) 一 > Erfe) = > ngr. 
R=1 


— 
m—s 


因为 这 个 级 数 对 任意 数列 (E, 必须 收 伍 ,所 以 从 某 一 下 标 开 
始 aR UMETE. 从 而 
JG) = >) aër. 
k=l 


反之 ,对 任意 自然 数 ”和 任意 实数 at 上 述 形式 的 表达 式 
是 空间 :内 线性 泛 函 ， 所 以 定义 在 空间 :上 的 线性 泛 函 的 一 
般 形 式 由 等 式 


fx) = >) aë: 
k=i 
给 出 ,和 目 然 数 2 积 ags R=1,2,...,n HZ f 唯一 确定 ， 


C10, 1] 空间 内 线性 泛 函 一 般 形 式 ，Riesz 定理 。 设 在 
空间 C[0, 1] WA ERERZA GC). 因为 给 定 在 [0, 1] 上 
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每 一 连续 函数 有 界 而 且 
SREO 一 ma rt) 
所 以 空间 C10, 1] 可 以 看 做 空间 M[0,1] 的 子 空间 ,其 中 
lz|| = px, 9) = sup lOl. 


”在 空间 C[0, 1] 内 给 定 的 泛 函 可 以 保持 范 数 地 扩张 到 整个 


空间 M[0, 1] 上 去 ,并 用 (x) 代表 这 个 扩张 泛 函 。 
25 EA PR *AL 


1 对 0< 妇 一 : 

D=, 对 (<£ <1. 
显然 u (Ë) € M[0, 11. 
令 Flug) = g(t). 


我 们 证 明 g(#) EARRA. 为 此 用 后 
t = 0 < /, < t, < ** ° < ?#,- < z, = ] 
分 割 [0,1]， 我 们 构造 和 


> lzGO — 8C. 
令 e; = sign[ g(z;) — g(ti-1)], 
于 是 
>; |z) — elti- = > elel) — gi0] 


i= 1 


一 2 el F(u,,) 一 PFC] = F B sw 一 ww- 


j= iz] 
$5 Le) — sad < IP|| Z ee — uam) |< tl, 


这 是 因为 
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el = 县 |> eua a| 1. 
由 此 可 知 
> |g(z;) — g(z;-,)| < HE 


这 就 是 说 ，g(z) PARTEA. 
今 取 给 定 在 [0， 11 上任 一 连续 函数 , 且 由 此 构造 函数 


n 


£i) = > x (4) [trn (2) 一 k-n) ]. 


k=1 


Z) 是 阶梯 水 数 。 我 们 有 


teo = E (S (8) - (&S2)] 


R=1 


因此 
cr 的 [的 -ee 
一 | x(Ddg(2). | 


在 另 一 方面 ;对 ”一 co 序列 {2:0} 一 致 收敛 于 +G), BH 
|z, 一 x| 一 0， 而 且 因 为 泛 函 F(x) 连续 ,所 以 
F(z,) — F(x)., 


由 此 可 知 
F (£) 一 | (Da0). 
但 对 连续 函数 x(z) 有 | 
F(x) = f(x%), x 
所 以 | J) = | x(e)dgCe).- (4) 


这 时 我 们 可 以 把 gG) ARA RAR G). IRRE g(z) 的 连 
续 点 上 与 g(z) 重合 而 且 在 其 余 点 上 无 连续; ai=). 
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这 样 我 们 得 出 F. Riesz EH, 
定理 (F. Riesz) 给 定 在 空间 CT alIa REE 


t + aù ù G. eee 0 Q a G 9 9 ‘B 


T fs) 定义 。 反之, 易 见 = 
p(s) -| FOLIO, 
为 空间 C[0, 1] AREZ A, Hh G) X 1E— Wi 3EPS X, 


”事实 上 , g(x) 的 可 加 性 是 显然 的 ， 再 由 于 一 致 收敛 函数 
序列 可 在 Sticltjes 积分 号 下 取 极 限 ; 所 以 这 个 纶 函 的 连续 性 得 
这 样 一 来 我 们 便 证 明了 公式 (4) 给 出 空间 C[0, 1F 线性 
泛 函 一 般 形式 ,而 且 在 这 样 的 意义 下 了 解 的 , 即 这 个 公式 对 所 
_ 有 可 能 园 变 函数 g(z) 表示 C[0, 1] 内 所 有 线性 泛 函 . 

我 们 来 求 泛 函 f(x) 的 范 数 。 我们 有 


> Lel) — gl#;-2)1 < lill 


所 以 gG) 的 全 变 差 满足 
V te} < l. (5) 
在 另 一 方面 ,由 (4) 
G9)! = j (Pdg(D)| < max |z(2)| V 
= V tha. 
所 以 
TE V te (6) 
由 (5) 和 (6) 可 得 x 


l| = V (e). (7) 


i& g(?) 是 定义 在 10, 1] 上 围 变 函数 满足 g(0)= O HB. 
g(1 — 0)=zg@) 对 0 二 :一 1.。， 我们 称 g(x) 为 一 个 正规 化 
HERK. 那么 可 以 证 明 : 通过 公式 (4) 使 C10, 1] 内 线性 
泛 鸭 与 [0,1] 内 正规 化 转变 男 数 成 一 对 一 对 应 *， 

A. A、Mapgosn 推广 了 Riesz 定理 ， 找 到 了 定义 在 紧 空 
lB] K L yESkbR 2k 2E]R]| C( K) 上 线性 泛 了 水 一 般 形式 . 

”空间 I, 内 线性 泛 函 一 般 形式 ik f(x) 是 定义 在 EK 
REZ. 因为 元 ex 二 {E} rh ¿oo = 1 B. 5 二 0 
对 i K, #JEKX I, 的 一 个 基 , 所 以 任 一 元 rél, 可 以 写成 

o x= >; S kek. 
所 以 f(x) 可 以 表 为 
f(x) = > Ealer). 
t=1 
令 Rer) = ck， 那么 数 cx HZA f 唯一 确定 。 且 
f(%)..= > Chk. (8) 
k=1 


我 们 来 解释 数 cx 的 性 质 。 令 x, = {EP} AR 


gf) | Ic] signe, 若 K< n, 
k — 
Ü 


A K> n. 
我 们 取 数 q 满足 等 式 


l. l 1 
P q 


*) 证 明 见 A. E. Taylor: Introduction to Functional Analysis, 1953,p200. 
一 一 译 者 注 
1) Marem. c6. 4 (46), 1938. 
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于 是 f(x») = > |c,)]2. 
Kra < Ile] = I (> y leal my 


— M27116). 
因此 
? 
c || < ck ° 
pa k| [Hl (> | ck ) 
从 而 | 
n EC 
(X; lalt} < Wl. 
k=1 
既然 这 个 不 等 式 对 任意 7 成立, 所 以 
° i 
(Zilele) < Wl. 09) 
这 就 是 说 | {er} € lga x 
反之 , 任 取 序 列 {da} € las 那么 
p(x) = > dnsh 


是 空间 l 内 线性 泛 函 。 事实 上 ， 这 个 泛 函 的 可 加 性 是 显然 
的 。 至 于 它 的 有 界 性 则 可 由 Halder 不 等 式 得 出 . 

这 样 一 来 可 知 今 式 〈8) MRAN o AREZE- E 
A. 

我 们 来 计算 泛 函 f 的 范 数 。 由 公式 (8) 以 及 Hölder 不 等 
式 可 得 
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KDI [X ag < (Zial) (27184 ) 
= (三 lo。 ) al. 
由 此 | 
Ml < (X lalt}. c10) 
比较 (9) 和 (10) 可 得 | 
I= (lal). 
推论 RZL EXELL 上 线性 泛 函 一 般 形式 将 是 
f(x) 一 > CA5As 


其 中 > ck < 十 oo 
HE il = (> al). 


ERASE, 除去 空间 is 外 还 考虑 空间 !. 它 的 元 是 
所 有 可 能 数列 | 
| x = (Ë, $s tto Ën tete) 


H | J= = > El. 
可 以 证 明 , 空 间 1 内 每 一 线性 泛 函 是 
tC) =y CA 
k=] 
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的 形式 ,其 中 {cx} 为 有 界 实数 列 ， 泛 函 f 的 范 数 由 下 式 给 出 
| Ml = supl cxl. 
空间 上 ,19,1] 内 线性 泛 芳 一般 形式 ”考虑 给 定 在 Lp10， 
11(p > LELE- RHEA. $ 
¿G =Í 对 0<š< 


0 对 ;=<:=<1. 
HES zG) = flu). x 
我 们 来 证 明 g(z) 是 绝对 连续 画 数 ， 设 6; = Cri) i= 
1, 2,……,h 为 排列 在 [0,1] 内 任 一 系 不 相交 区 间 ， 取 数 s, 定 
义 如 前 , 即 令 


e; = sign[ g(z,) — gG(z;) l. 
我 们 有 u 
>; |g(z,) 一 g(z;)| == > e,[ g(z;) 一 g(z)1 
一 上 位 eu G — u (811 


š 


TIMETO 


= v(i > -ae aE) 


jra 


| - (> |. Ay = |j (> mesë; ) . 


# = 


由 此 不 等 式 知 函数 g(t) 绝对 连续 . 因为 绝对 连续 函数 . 
是 它 的 导数 的 Lebesgue 积分 ,所 以 令 g(t) = a(2) 时 有 


ge) — g(0) = | er)ar. 
但 8g(6) 一 于 zxo()] = 0, 


kj 
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这 是 因为 u (5) == 0 
是 空间 L,[0, 11 的 零 元 。 从 而 
g(t) 一 ). alr jdr, 
利用 函数 u(r) 可 得 
fla (r)] = gG) = | alr )dr = | u(r )alr dr, 


而 且 因为 1 为 线性 泛 函 ,所 以 令 
G) — Y atus) — me) 
时 可 得 

(zu) 一 | zs(r)a(r)dr，， 


设 xQ@) 是 任 一 有 界 可 测 函 数 ,那么 存在 这 样 阶梯 函数 列 
{zm(z)} 使 当 m — oo 时 
z, (z) — x(t) 
殖 遍 成 立 。 这 时 可 以 认为 序列 {z。( 纺 } 是 一 致 有 界 的 , 所 以 由 
Lebesgue 积分 的 控制 收敛 定理 可 得 


lim zm) = lim | z, (tO)a(z)d! 


= |. lHmz,(#)ae(£)dt = | x(a dt. 


Zat) — xlt) 
ABE z) 一 致 有 界 ,所 以 也 有 


len — el = (| leat) — (la P 0 
对 m — co, BEES Ien) 下 f(x), 由 此 可 得 
iQ) = | +(t)alt) dt, 
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现在 考虑 由 下 述 等 式 定 义 的 函数 x,(z)， 


r = | |eG)|? signe Æ lel < n, 
0 Æ le] > n; 
其 中 q J E p JE#B BJ , El 
t=. 


函数 x,(z) 是 有 界 可 测 的 . hk 
fxn) = | ROCO dt 


1 
P 


H l| < llel = WI Ol]. 
E35, 
endl = Kan) 一 | de = | Jane) alde 
之 | EAOHNEAOI z-i 一 | | xa C£) | 7-1 de 
= | la har. 
由 此 
| ape < Millet NE 
从 而 
(È lela < Il. 
但 是 ,显然 也 有 
|£) 一 (aG) |1 
ARE [0, 1] 成 立 ,这 是 因为 作为 可 积分 的 函数 a) 仅 在 测 
度 为 零 的 集 上 为 无 穷 , 取 ” 一 co 的 极限 可 得 
( aiea P < Il 
z: 
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1 
Ü 


(J la ha E < Il. (11) 


由 此 得 
alt) € L.L 0. Il. 


今 设 O 22 Ll0 1] 内 任 一 函数 ， 那 么 | OOd 存 
在 。 此 外 存在 有 界 函 数列 {xn(D} 使 2 
| | CE) — x,G) |” dt — 0 
对 m -> oo， 所 以 再 由 Halder 不 等 式 
EOLO >) za a. 
对 m — co。 因 为 z,G) 为 有 界 可 测 通 数 ,所 以 
| | rmt) dt = frm). 


从 而 
Kan) > | KOROT? 
对 m — co, #D5— JJH, 
f(xm) — f G), 
由 此 得 出 
f(x) = | (Dat). (12) 


这 样 就 证 明了 定义 在 L,[0, 1] EE—REZA uJ AR 
为 (12) 的 形式 。 反之 ， 如 果 设 6G2) 为 Lz[0, 1] 内 任 一 多 
数 :那么 
plx) 一 | r 2)0 (t) dt 
是 一 个 定义 在 Ll0, 1] EREZA. 事实 上 ， 它 的 可 加 性 
是 显然 的 ,至 于 它 的 有 界 则 可 由 Holder 不 等 式 得 出 。 
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因此 公 去 (12) 对 任意 固定 的 图 数 al) E€ L [0, 1] 给 
定义 在 L,[0,1] CREZ- RÉA. 
不 难 求 出 这 个 这 毅 的 范 数 .。 EDA 


[fs | = | | r(z)o(z)dz 


< (|. Cla (| ælt) | ?dz y 


= (lec lede Pla. 


从 而 
Wl < (J laclras Y. (13) 
比较 (13) 和 (11) 可 得 
izi = ( | aCe) |1dt Y. 
我 们 也 常 考虑 Lebesgue 可 积 函 数 空间 LL01]. RTE 
ll = | Ola. 
定义 在 L[0, 1] 上 线性 泛 函 一 般 形式 由 公式 
(G) = | zat): 


给 出 。 其 中 a(z) ABARRA 
lf = vrai max]a(2)|. 


Hilbert 空间 内 线性 泛 函 一 般 形式 ¿E Hib 空间 月 
内 考虑 线性 泛 函 G). BAHA RREZE, 所 以 (x) 可 取 
复 值 。 这 时 复 值 泛 函 称 为 线性 的 ,如 果 它 是 可 加 的 , 齐 性 的 而 
且 连 续 的 (注意 对 复 值 泛 函 这 三 个 条 件 是 独立 的 ). 

设 f(*) 是 定义 在 Hilbert ZAH WERZA. 2 L 
代表 这 个 泛 函 的 零 集 , 即使 得 f(x) — 0 的 元 z € Hk. 
不 难看 出 工 是 一 子 空间 。 事 实 上 , HZA f(x) 的 可 加 性 及 齐 
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性 得 知 工 为 一 线性 流 形 。 再 由 f(x) 的 连续 性 得 出 工 是 闭 


~ HE, 


RH 的 一 个 不 属于 L 的 元 ， 并 令 Xo 代表 此 元 在 子 空间 
H= LENKE. < Iro) 一 0, 那么 显然 a #0. $ 


那么 f(x1) = ]. 
如 果 z 是 空间 互 的 任 一 元 且 f(x) 一 6， 那么 我 们 有 
f(x) 一 px 一 0 


或 I(x — px) = 0, 
由 此 r — Bx, = zx, 式 中 z € L. 我 们 有 
x = px + 2. 


x S KUR H 2 B] H E T Z= [Bj K H x, 所 产生 的 一 维 子 空 
则 的 正 交 和 |. 
因为 x 上 xz、 所 以 有 
(x, x) = Bllx lP 
而 且 因 为 8 = f(x), 所 以 


f(x) 一 G T) 

用 “代表 Ts? 我 们 得 出 等 式 

f(%) = (x, u). (14) 
换 全 话说 EREZA fx) 可 表 为 元 * 和 一 固定 元 x 的 内 
积 的 形式 .元 * BARA f 唯一 确定 ,因为 如 果 也 有 

fx) = (x, 2 x 
那么 (xy # — s) = 0 
对 任 一 x EHRM., HETK & 二 wv。 此 外 由 等 式 (14) 可 得 

Fl = |C l < Ilill. 


° 184 ° 


D 本 ?一 r. 


"TN 


由 此 
II < lal. 
f#55— 5 Bl | 
f(u) = (u, u) = lall» 
所 以 RKE 86 Sa lell. 
AR W|— lel. ROBBATEE. ELE Hng 


t e oò o o Ó P 


Ke) = (a, u) 
出 形式 。 式 中 元 * HIZR f 唯一 确定 , 且 
li = ial. (15) 


反之 ， 对 任意 s€ H, RRARAANENLT TREZE 
f(a:) 具有 范 数 (15). 


由 此 公式 (14) 给 出 Hilbert 空间 内 线性 泛 疯 一 般 形式 ， 


| 


83 kaz B] EJE ta k + 


RIESAME, EXERERE ZAE E BJ VEZ Eñ 
f(x*) 的 全 体 构 成 一 个 Banach 空间 E* PREA E BJ ks Z= a), A 
用 线性 泛 函 的 一 般 形式 ,我 们 可 以 在 某 些 情形 下 指出 EB* 的 实 
现 . 

1. 设 E = C[0, 1] 考虑 在 1 二 0 为 零 且 在 [0，1 上 被 
定义 的 正规 化 转变 函数 g(z) 的 全 体 ， 显然 ,这 个 集 对 通常 定 
义 的 画 数 的 加 法 和 函数 与 实数 的 冬 法 构成 一 个 线性 空间 ， 对 


这 样 的 正规 化 罩 变 函数 g(z) 引入 范 数 lel 二 V {g}. 不 难 


EBAKIA RERE. 
这 样 得 出 线性 赋 范 空间 7 称 为 转变 函数 空间 . 
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考虑 定义 在 C10,1] 上 所 有 线性 谤 函 所 成 的 空间 E*= 
C*[0, 1]. 有 如 以 前 指出 过 的 那样 ， 对 每 一 线性 泛 函 f€ 
C*[0, 1] 有 唯一 正规 化 园 变 函数 与 之 对 应 。 反 之 ,对 每 一 正 
MEAFAR g(z) 则 有 一 个 线性 泛 函 E C*[0, 1] 与 之 对 
应 。 因 此 在 所 有 正规 化 轩 变 函数 与 C*[0, 1] 内 线性 泛 水 之 
则 存在 一 个 一 对 一 关系 。 显 然 对 泛 胃 f, + h ARA g 十 g, 
与 之 对 应 , 且 对 泛 冰 村 AAR 18 与 之 对 应 , 换 句 话说 ,，C [0， 
1] 与 正规 化 园 变 沙 数 空间 TV 之 间 的 这 个 一 一 对 应 是 一 个 同 


H. XES IA = V {g} 一 gj， 所 以 这 个 对 应 也 是 等 距 


的 ， x 

从 泛 函 分 析 中 许多 问题 来 看 ， 我 们 对 这 样 丙 个 等 距 同 构 
的 空间 是 不 加 区 别 的 。 因 而 我 们 就 常常 说 连续 函数 空间 的 共 

罗 空 间 是 转变 函数 空间 ， x 
2. 设 E= L,[0, 11. 此 处 我 们 也 考虑 空间 L.L, 11, 


其 中 4 一 了 二 一。 因为 对 每 一 泛 函 fe L3[0, 11 有 唯一 函 


数 ale) E Ls[0,1] 与 之 对 应 。 且 反之 也 成 立 。 这 就 是 说 ,我 
们 在 空间 L#[0,1] 与 Ls[0; 1] 之 间 建 立 了 一 个 一 一 对 应 。 
有 如 上 述 , 这 个 对 应 既是 同 构 又 是 等 距 ; 即 是 说 , 除去 等 距 同 
构 不 计 外 Lz [0, 11= Le[0, 1). 特别 , 当 p= 2 时 我 们 有 
L#[0, 1] = L,[0, 11. 因此 空间 L210, 1] KAARE 
间 。 | 

3. 易 见 I = 1。 特别 7 = L, 

我 们 曾经 在 第 三 章 $4 证 有 明 过 ,与 一 个 不 一 定 完备 的 线性 
号 范 空间 共 斩 的 空间 是 一 Banach Z [ñ], F[I— 2622 E WÑ YO, 


空间 。 因 为 L01] 是 Le[0, 1] 的 共 力 空间 ,其 中 三 十 
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= 10, [EJE Z, 为 忆 的 共 斩 空间 , 所 以 由 2 和 3 得 出 空间 


L,[0,1] 和 2 的 完备 性 的 新 的 证 明 ， 

4. Hilbert 空间 内 线性 泛 涵 由 同一 空间 的 元 所 产生 , 所 以 
CE HKR. 

AE 5 ERR 2 HEE HR. 

自 反 空间 设 五 为 一 线性 赋 范 空间 ，2” ECO JR 38 = 
H. A% E* 也 是 线性 赋 范 空间 ,所 以 也 可 以 构造 它 的 共 施 空 
H (E*)* = E**, 我 们 可 以 如 此 继续 下 去 ， 

我 们 较 详细 地 考虑 E**。 这 是 定义 在 的 线性 泛 阔 所 成 
的 空间 E* 上 的 线性 泛 沙 了 所 成 的 空间 ， 设 f(x) 为 定义 于 EE 
丝 性 泛 函 ,在 此 我 们 认为 泛 函 了 是 固定 的 ,而 元 zx 在 内 为 变 
动 的 ， 

现在 我 们 换 一 个 观点 来 看 表达 式 f1). 我 们 也 可 以 认为 
x € 万 是 固定 的 :而 了 在 E* 内 是 变动 的 。 例 如 设 


f(x) = | (dgl). 


固定 eC 而 令 0) 变动 得 出 上 述 第 一 个 情形 ,反之 固定 = 
而 令 g(9 变动 则 得 出 上 述 第 二 个 情形 ， 

对 固定 的 * 和 变动 的 1, 那么 对 每 一 je E” 有 一 实数 与 
之 对 应 。 由 此 对 固定 的 x 和 变动 的 f， 表 达 式 f(x) 可 以 看 成 
是 定义 在 E* 上 的 泛 函 F:。 因 此 我 们 可 以 与 

f(x) = F.(f). 
不 难 证 明 F ,为 线性 泛 函 ,从 而 Fe E. 事实 上 
F (fi + h) = (f, 十 fa) (x) = jG) + f(x) 


* 应 设 p>l1. 着 规 定 p=1 时 q=co, HA Ll0 1] 是 本 质 有 界 可 测 
函数 空间 ,那么 上 述 推 理 不 成 立 ; 但 当 p= co, q = 1 时 上 述 推理 成 立 ， 
一 一 译 者 注 
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= FAf) + F), 
E. FOI = E < lel. 
特别 ,由 此 可 得 
IF .|| < lell. (1) 
此 外 由 Hahn-Banach 定理 第 一 个 推论 可 知 对 每 一 * 存在 线性 
泛 函 刀具 有 范 数 等 于 一 且 f(x) = lirl. HITZE 
IF,Ch)]| = lA = lixll, 


或 |F = ihle 
所 以 我 们 有 
IFA > lli. (2) 
比较 (1 和 (2) 可 以 断定 | 
IF = ||xll. (3) 
同样 容易 看 出 


F += (f) = FaH F, (f) 
Fr:(f) == ¿F .,.(f). 

这 样 一 来 ,我们 就 证 明了 对 每 一 <€ E, 自然 地 有 一 个 唯 
一 确定 的 泛 画 F € E** 与 之 对 应 ， 而 且 这 个 对 应 是 空间 E 
ME {FF.}CE** 之 间 的 一 个 等 距 同 构 (E 和 {Fs} 之 间 的 一 
一 对 应 可 由 (3) 得 出 ), 即 是 说 ECE**。 如 果 在 这 个 对 应 下 
更 有 E= E**, 那 么 我 们 就 说 空间 E 是 自 反 的 . 

例 1. = 维 欧 氏 空间 是 自 反 的 。 事实 上 , 若 了 为 = 维 欧 氏 
空间 ， 那 么 E* 也 是 n 维 欧 氏 空 间 。 从 而 E** X) n EKRE 
间 ， 但 若 一 个 » 维 空 间 为 男 一 个 的 部 分 ， BATI ñ. 
因此 由 ES E** 可 得 E = E**, 

例 2. 空间 L,[0,1] (p > 1) 是 目 反 的 ,因为 

Ls*[0, 11 = (L#0,1])* = (L,[0,11])* = L,[0, 1]. 

#) 3. 空间 LE> 1) 是 目 反 的 ,理由 同 于 例 2, 

例 4. 空间 C[0, 1 不 是 自 反 的 .用 反 证 法 来 证 此 论断 . 
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iz CI0, 1] HE. 那么 定义 在 正规 化 园 变 函数 空间 了 上任 
REZA FU) 必须 有 FeO = fG) 的 形式 ,如 果 我 们 适 
当选 择 元 <€ C[0, 1] 的 话 。 注意 定义 在 C[0, 1] 上 线性 
ZR f(x) 的 一 般 形式 ， 那 么 任 一 线性 泛 函 FG 都 是 如 下 形 
Å: | 


F,(D = JG) = | d. (4) 


(我 们 用 KO 代表 与 泛 函 f(x)e C*[0, 1] 相对 应 的 围 变 函 
数 . ) 考 虑 泛 函 

Fa C) = Ka + 0) — Fa — 0), 
它 对 每 一 围 变 函数 f(z) 使 这 个 函数 在 点 ; RESZ. 
这 个 泛 函 的 可 加 性 是 显然 的 。 又 


[FDI = lG + 0) — a — 0)| < Vil, 


由 此 可 知 F,,(f) 有 界 且 其 范 数 不 超过 1, 此 外 显然 也 有 Fa) 
= 0。 SK L.R F, (#1), 式 中 


0 Xx O<: <, 
1 对 u < z: < 1, 


由 (4) 必 须 存 在 连续 函数 x(z) 使 
F.(f) 一 | adf). (5) 


f G = | 


MEZARI 
fo(?) = j. x (z)dr., 


我 们 有 Fa) = 0, EAA LO 在 [0, 1] 连续 ， 但 在 另 
一 方面 ,由 F Cf) = 0 得 *#G) E0 H. 


F , (fo) 一 j z (2)df,G) = | xo(t) dt > 0. 
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由 此 得 出 矛盾 。 这 个 矛盾 的 产生 是 因为 我 们 假设 了 每 一 线性 
ZR Fe C**[0,1] Æ F, 的 形式 ， 即 假设 了 空间 clo, 1] 
是 目 反 的 。 由 此 可 知 C[0, 1] 不 是 目 肥 的 . 

A. H. Tlnecsep 证 明了 对 于 上 述 典 型 对 应 来 说 或 E = 
五“ 或 所 有 空间 序列 E, E*, E**, E*** 均 不 相同 。 TPE 
DL[10]. 

HERF ”考虑 把 线性 赋 范 空间 E, 映 于 线性 赋 江 空间 
E, 内 的 线性 有 界 算 子 y = As. 

设 p(y) 是 定义 于 E, 上 线性 泛 函 .那么 p(y) 对 ?一 4x 
被 定义 , 式 中 x* X E, 任 一 元 。 而 且 对 y = 4x, 我 们 有 

x ply) = p(Ax) = f(x). 
ARZA U 定义 于 E, kE. 显然 JG) 是 线性 的 。 这样 一 
K HAEA pE ES AZA fE Ex 与 之 对 应 ， 

由 此 我 们 构造 了 某 一 算 子 定义 在 E; MERA T Ex 
W. 这 个 算 子 用 4* 表示 并 称 为 4 的 共 罗 算 子 。 这 时 等 式 
po) = f(x) 可 以 写成 

j = A"@. 

例 1. Zen 维 空间 E 和 (E — E) 内 算 子 4 ,那么 算 子 

Ahane ENEFA 
y = Áx 


Ei 


可 以 写成 入 一 了 形式 ， 其 中 x 一 { 52， Ents 


y= (ms m `" m), 考虑 线性 泛 函 JEE. RIA 
= Df 
因此 
f(Ax) 一 > fini 一 > f; 5 a;i5i 


í =1 
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式 中 
Ki 一 之 ， asifi. 


天 量 8 一 (g, Ë2s ` ` ` 5 gn) JE ZE |B) E* 的 元 ; 它 由 同一 空间 天 
E f = (fis fi> ° °° sfa) 通过 线性 变换 
g = A | 

而 得 出 , 式 中 4* 由 4 转 置 的 矩阵 所 产生 。 由 此 我 们 断定 在 ” 
维 空 间 内 转移 到 共 恩 算 子 4”, 就 意味 着 把 4 的 起 阵 变 成 它 的 
B AE ÉE. | 

例 2. 在 空间 L,[a,1] 内 考虑 算 子 

Ax = y(t) = | K(1, s)x(s)ds, 

式 中 K(z, s) 为 连续 核 ， 

L,[0, 1] NESTS G) 有 以 下 形式 

(o) = O, p= | yD a OE LL0, 11. 
因此 


Ax) 一 j O | | KG, Əz(O)4s [as 


0 


= È Gol] KG Aar} ds 


== j x(s)g(s)dss 
式 中 
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g = | KG, DOs 


Nk ri FIS TEENAA TE 2 1⁄8 1⁄4 BJ 3 E: (E 
K(s,1) 称 核 K(z, s) 的 转 置 核 ). 
定理 1 映 线 性 赋 范 空间 大。 于 线性 赋 范 空间 E, 内 的 


和 


t ù e ù e o o G o >ù + í G@ Ób ò G > o S p ° 


ll *|| = ial. 
首先 全 显然 是 可 加 的 。 此 外 
|(A*p) 1 = |JG21 = 1p(4x)| < loll Az! 
< liella iiel, 
由 此 
l4*pl < llAlll 911. 
从 而 4* 为 有 界 算 子 且 x 
a*i < lal. (6) 
设 zx 为 E, 的 某 一 元 。 由 Hahn-Banach 定理 第 一 个 推论 可 向 
AIX FE TZ PB Po € E* 其 | = 1 ISEE] pO ( Az.) = 4xof， 
由 此 得 出 
[Axl 一 Pol Axo) = filr) < Ill ol 
= 4" pol lizol < ll *]ll|looll xoll 


= ‖ 4#| 几 zl. 
由 此 
lall < lLA*]| (7) 
由 (6) 和 (7) 可 得 
14* = i]. 
定理 证 完 ， 


闪 w 算 子 的 概念 也 可 以 对 在 线 柱 赋 范 空间 FE, 的 称 密 集 
k L, 被 定义 且 取 值 于 空间 Ey 内 的 线性 无 界 算 子 AE X. 
设 4 为 这 样 算 子 且 pe Ey. 2518 
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pAx) = fhlr) <€ L, 

那么 f(x) 显然 为 可 加 且 齐 性 泛 函 定义 于 荆 *。。 对 任意 泛 函 
pE EE$,f 一 般 说 来 不 是 有 界 的 。 但 若 对 某 一 pg€ E EI Ë 
界 , 那 么 它 可 以 依 连 续 性 扩张 成 定义 在 整个 EE, 上 线性 泛 函 f. 

这 样 ， 在 某 一 流 形 LICE, 上 定义 了 算 子 4* 它 对 线性 
ER pe L$ BREZE fE E: 与 之 对 应 。 这 个 算 子 称 为 线 
性 无 界 算 子 4 的 共 斩 算 子 ， 不 难 验证 L$ 为 线性 流 形 且 4* 是 
这 个 流 形 上 线性 算 子 ,但 它 在 Ls 上 一 般 是 无 界 的 *. 

A. 在 空间 L(G), Eh G 为 平面 上 有 界 区 域 ,我 们 来 
考查 微分 算 子 x 


l 
“一 l, + l;= 1. 


ENEH! 次 连续 可 微 且 在 区 域 G 的 某 一 边界 带 形 内 为 零 的 
函数 全 体 所 组 成 的 线性 流 形 LCL) E. WE Lo 在 
L(G) 内 稠密 且 算 子 4 在 其 上 是 可 分 配 的 但 是 无 界 的 。 算 
子 的 值 认为 属于 同一 空间 L(G). | 


设 对 某 函 数 ¿(z,y)€ LG) (+ + 过 一 J 等 式 


|| Ə ulr, y) v(x, 7 )dxdy = || Auvdxdy 
, Oxr'i0y'? 


G 


== |) uwdxdy 
G 


HERAA u(x, y)E L. 成 立 , 其 中 (x, y)E Lp. 
这 加 
Ku) = (ule, wl y)azay 
作为 定义 在 L.C L,(G) 上 渤 函 显然 是 可 分 配 的 ， 此 外 它 也 
*) A* 的 定义 域 Ly ERE 2 € E? 使 得 Q@ (Ax) 作为 * 的 泛 洋 在 4 的 定 


义 域 Le( 在 BR。 内 稠密 ) 内 关于 了。 的 范 数 连续 . LE P c Es, WA P4) 
= (4xg)(z) 对 每 一 * €L. 一 一 译 者 注 
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是 有 界 的 ,因为 
G) = ||| “eazay | < lal lol, 


由 此 我 们 可 以 把 它 扩张 到 整个 LC). 这 样 我 们 得 出 与 4 
RERET 4*， 

| A*v =w, 

定义 在 某 一 函数 集 v(z,y)e Ls(G》 且 其 值 域 于 同 空间 ， 回 
忆 一 下 广义 导数 的 第 二 定义 ， 我 们 看 出 Ar 仅 与 广义 导数 
FE 相差 一 个 因子 (一 1)?， 因 此 广义 微分 法 的 运算 也 可 


以 看 出 与 微分 算 子 相 共 施 的 算 子 ， 而 此 微分 算 子 定义 在 1 次 
连续 可 微 且 在 G 的 边界 带 形 为 零 的 函数 集 上 。 

在 具有 基 的 空间 内 的 算 子 的 矩阵 表现 设 在 具有 基 的 
Banach 空间 内 给 定 线性 有 界 算 子 4 映 于 其 自身 . 

取 z€ E. 于 是 


x = limra, 
其 中 x, 一 > Eiei. 
从 而 E 
y= Az = A(limz,) = lim Y Eider, 
AD Ae 仍 为 的 元 ;所 以 它 可 以 依 基 的 元 展开 


于 是 


w 


EE 
y = Ax = lim > Š; (> aver). (8) 


i=l k=1 
但 ye E ,所以 也 能 焦 茎 的 无 展开 ， 
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y = > Yk k. (9) 
今 设 {fj} 是 与 {ei} 双 正 交 的 泛 函 序列 ， 那 么 由 (8) 和 (9) 可 得 


mm = fa) = fa [um 21 5, [21 ene) 
= lim fm [> S; (> QRiCKk ) 


= lim >, š; D onifnlen) 


一 lim >, ab; 一 >; amiŠi. | (10) 
等 式 (10) 指 出 算 子 4 由 无 穷 征 阵 (owz) 而 唯一 确定 (由 这 
个 矩阵 依 元 * 的 分 量 唯一 确定 了 元 y = Az 的 分 量 ) 。 
现在 来 考虑 上 映 E* 于 其 目 身 的 共 轿 算 子 A* 
设 f = 4*q, 即 对 任 一 x* € E 
p(Ax) = f(x). 


此 外 , 设 
p 一 > cifi 
H f = >a 
RIJA 
plAx) 一 中 [> (> ntti ) "l 
= imp [X (X e)a} 
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a 


= lim (> angi) pler) 


1 i 二 1 


3 


由 此 


A r= ens, B) E,= 1, š = 0 对 i 天 加 于 是 公式 
(11) 给 出 l 


n © 
dn = lim > Grmck 一 > kmk. 
” k=1 k=1 


这 个 等 式 指出 ， 对 应 于 共 诡 算 子 的 扰 阵 是 与 原来 的 算 子 相对 
应 的 矩阵 的 转 置 矩 阵 。 

由 算 子 的 矩阵 表现 容易 得 出 

1) (A + B)* = A* + B*, 

2) (AB)* = B*A*, 

3) (A) = (4°)™, 
如 条 4” 存在 的 话 。 此 外 我 们 由 定义 也 容易 直接 建立 这 些 等 
式 而 不 用 假设 空间 有 基 . x 

内 积 ， 正 交 元 ， 双 正 交 系 设 +*€ EE 是 f 为 E 上 线性 泛 
KRI f€ E*. ZEREA 

f) = (z, J) = G z) (12) 
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这 个 式 子 对 变动 的 * M f ERTETEK., RE 
说 关于 每 一 变量 都 是 线性 的 。 这 个 双 线 性 泛 函 当 五 是 Hiber 
空间 的 情形 , 即 E* 二 EE, 它 转 化 成 元 * 和 的 内 积 ( 见 旨 公 
式 (20))。 在 一 般 情 形 , 即 当 E* = E 时 , 我 们 也 称 表 达 式 
(12) 为 x€ EÑ f€ E* WAR. 

元 x6 EÑ f€ E* RIER. WR 


(x, D = CG, z) = 0. 


这 个 定理 是 对 积分 方程 的 本 征 函 数 的 正 交尾 定理 的 推 
广 。 
利用 内 积 的 记号 ,我 们 用 等 式 的 形式 写 出 算 子 4 和 4" 的 
联系 ,部 
(Az, j) = (z, A°f), 
此 式 对 任 一 x € ER f€ E* 成立 。 依 定理 的 条 件 我 们 有 
Axy = dotos Afi = uj. 
由 此 利用 上 述 等 式 可 得 
Mo(xo， h) 一 (xo, h); 
或 Qo 一 Ho) (xos f) = 0. 
但 依 假 设 2o = py 所 以 
(xas fo) = 0. 
我 们 以 前 说 过 ,序列 {xs}, tn E€ E MEIJ fato fa E E* #R 
为 双 正 交 的 ,如 采 
(xis fi) 一 õi. (13) 
从 而 对 í °= 为 z f h 32. 
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在 前 一 章 $6 我 们 举 出 过 双 正 交 序 列 的 例子 。 这 就 是 基 
的 元 Cis C29 °" ° ə Cn -e 和 由 等 式 
fr(%) = š, 
定义 的 证 遂 :, 而 + = > S kek. 
| k=1 


fE Fl 383 22 B], Pm Hilbert 空间 , 双 正 交 序 列 的 两 个 序 
列 含 于 同一 空间 。 如 果 f, = *,， 那 么 双 正 交 性 还 原 成 通常 


的 正 交 性 ， 
设 序 列 {xs} 和 {f,} 双 正 交 且 设 * 表 为 
k = >, Š;x; (14) 
的 形式 ,我 们 有 


(z, fr) = lim (> Eiti» A = lim > E C; h). 
ata >k ERC) 
> £ (zj, ft) = Eko 
这 是 因为 在 这 个 情形 下 此 和 的 所 有 项 均 还 原 为 堆 除 去 


ECzks fk) = Er. 
由 此 (x, f) = š, 且 等 式 (14) 取 
x = > (x, f,)=; | (15) 
BJ N. | 
同 理 者 
Í = > dafas (16) 
那么 d, 一 (xaf). 


级 数 (15) 和 (16) 称 依 双 正 交 序列 的 Fourier 级 数 。 
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第 一 个 非 平 凡 的 双 正 交 函 数列 曾 由 IT. JI qe6pmreB 及 
A. A，MapKoB 联系 到 插值 理论 的 问题 和 邯 虑 过 . 

今 证 对 任 一 线性 无 次 的 元 系 (x1, za t. z.) CE 存在 
MEZERA {fis f l. fn} CE*. 

令 Li = LCa, %33 *'* o £a) 代表 由 元 tis zsə ° ° 5 所 
产生 的 线性 流 形 .由 于 tis x. ,xs 的 线性 无 关 性 及 L, B9 
闭 性 ,所 以 z, 与 L, 的 距离 4 > 0， 由 此 存在 线性 泛 函 hle) 
使 (x) = 0 在 LL, 上 特别 在 x,,x;3，*"……，x。 上 成 并 且 f(x1) = 
L. 

AF206 

| L = L(x,, X33 * ` *, Xp) 
K x, BR E DA EBE, MEE F2S4SHIPr Pe Sa Be bs 2. 

反之 设 给 定 线性 无 关 的 线性 泛 函 系 { a i: fa yC E* , 
BIJE i o Æ 

hf CY) + af) 二 + nfr) = 0 
对 任 一 x€ E, 那么 和 一 一 … 一 和 一 0. 那么 这 时 存 
在 元 系 tlzi， Xis tto z CE 与 此 泛 函 系 双 正 交 ， 
首先 设 > 一 1. 因为 f(x) 关 0, 所 以 在 在 元 xz 使 


h(xo) = ase 0. 于 是 元 z 一 2 具有 所 需 性 质 . 


设 论断 对 ”一 工 个 线性 无 关 泛 下 已 证 明 .。 那么 可 证 和 它 对 
n MERRER. AIA lz zx 5 2 A fa, 
hs tsj NEX. $ M 代表 由 方程 组 
h(x) = 0, flx) = 0, ---, fa) = 0 
所 确定 的 线性 流 形 。 对 任 一 * € EZ 


u = x — > Cif; 式 中 c; = f,(x) 
8 FC TUK . 在 M, 内 存在 元 Žo 使 六 (xzo) = G == Ü, 否则 
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fi(w) 将 对 所 有 * 为 零 : 
| j C) > c f. (x) = 0, 


w 
+m 


或 ji) = 2 fz F (a). 


对 任意 x c€ E. 这 就 是 说 ,有 是 f, s `o f, 的 线性 组 合 , W 
条 件 这 是 不 可 能 的 . 
| 因此 存在 xo 使 
ACI) =4 F0, f(xo) 一 f Co) 一 ”一 AEZ = 0. 


令 X, — 一 ,得 出 双 正 交 系 第 一 个 元 ， 


KI M JE 

M, = {x: hl) = 0, plx) = 0, t, fal) = 01 
和 和 泛 阔 所 重复 同样 推理 得 o. 其余 照 此 类 推 . 

的 天 在 这 节 引入 的 所 有 概念 念 可 以 移 
atk. 

内 积 f), r€ E, f€ E* 和 以 前 一 样 是 指数 f(x) ,这 时 
为 了 保持 复 Hilbert 空间 内 积 的 性 质 , 我 们 必须 认为 (x， PX 
于 x JEE 12 bB I> T f Wi| 2 JE $g 22 eE RU: 

| (z, 2f) = Ilx, f). 
这 样 就 定义 了 E* 上 用 复数 1 HIRA: if 是 E 上 这 样 线 性 记 
DK P (E 
pl) = (z). 

A6 (E — F) HHW AT 4* 的 概念 也 移 置 到 复 空间 的 

情形 ，A4* 是 (E* — E*) 内 算 子 使 
(Ax, J) = (x, A*Í) 
xE r € EM f€ E*. 
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共 斩 算 子 的 所 有 性 质 对 复 的 情形 也 成 立 , 但 关于 4 和 4* 
的 本 征 元 x 和 fo 的 正 交 定理 则 为 : Az = oro, A*h = pof 
H 和 天 m. 


S4 TIS ZRA Sol gx 


设 E 2k PE WAY 2 [B]. ERRER A a RA 
TREZEA je E* 如 果 fal) 一 jx) 对 所 有 <€ E”, B 
此 对 线性 泛 函 来 说 , 弱 收 敛 的 概念 与 算 子 按 点 收敛 概念 重合 . 

利用 弱 收 全 这 一 词 ， 本 章 开始 所 说 的 定理 1 和 2 可 叙述 
如 下 : 


须 且 只 须 

1) 序列 {fs 中} 有 界 ， 

2) F,G) 一 人 n(x), 对 x € M 成立， 面 对 中 元 的 线性 组 合 
£ E HRE. 

我 们 再 注意 一 下 ， 由 定理 1 知 Banach 空间 EA 
间 F* 是 弱 完 备 的 。 | 

对 求 积 公式 理论 的 应 用 。 在 空间 C[0, 1] 内 讨论 泛 
PKI 


fx) = | =(Ddo(D， 
AH oG) ZJ 3— ERES 32k. MMA f(x) 我 们 也 考虑 泛 函 序列 
O 为 了 对 任 一 线性 醋 范 空间 E (不仅 是 Ez) 定义 弱 收 敛 这 一 重要 概念 ， 我 们 


把 上 述 这 种 收敛 称 为 弱 六 收敛 。 而 把 即将 定义 为 E 的 元 的 弱 收敛 称 为 弱 
ki. 一 一 译 者 注 | 
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Jf, (x) = > CC > n=], 2 


th I” 是 这 样 选 择 的 使 得 Kay 和 f) AAK 9 的 
多 项 式 重合 : 
O=O # x 二 a. 


p= 0 


PBZ fs 可 用 来 作 泛 函 了 的 近似 计算 近似 等 式 
JG) == fa) ` 
对 所 有 次 数 科 ”的 多 项 式 成 为 精确 的 称 TARINAT. 
” 设 有 一 序列 求 积 公式 
f(x) == f, (x), n = 1.2, `` 
我 们 自然 提出 问题 : EN f,(x) 是 否 对 任 一 函数 x(z)€ C[0 
IAT f(x)。 换 名 话说 , 泛 函 序列 {f,} SEA Sp S F Te bn 
f. | 
定理 3 为 使 求 积 公式 序列 收敛 ， 名 为 使 


lim > PUP) = | Od) 
XI HE RE RAR BALRA 


3 | y| < K = const 
k=1 


REA f, 的 定义 ,对 每 一 2 次 多 项 式 x) 
fx (z) 一 f(x) 对 m 2 n. 
此 外 显然 有 


kn 
lAl = 2 LPI < K. 
因此 泛 函 序列 fa) 在 所 有 多 项 式 的 集 上 收敛 于 访 而 所 
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有 多 项 式 的 集 在 空间 C[0,1] HE. XZA fa 的 范 数 有 究 ， 
于 是 由 本 市 定 理 2 立刻 得 出 定理 的 证 明 . 
B. A Crekn0B8 定理 各 果 求 职 公式 中 所 有 系数 cK A 


正 ,那么 求 积 公式 序列 f(x) = hE), n= 1,2, 对 任 一 
ERER 10 kak. 
事实 上 ,对 任 一 2 和 xo(z) = 1 我 们 有 


| f(xo) = Hxo), | 
Ky Ry 1 
因此 1P = > P = | as = G) — (0). 
k=1 k=1 0 


”从 而 前 述 定 理 的 条 件 被 满足 ， 


TARKA 我们 引入 线性 赋 范 空间 元 的 弱 收 伊 概 念 . 

设 互 为 线性 赋 范 空间 ,{zs} 为 王 的 一 个 元 列 , 且 x 属于 同 
空间 ， 如 果 对 任 一 线性 泛 函 f€ E* 有 f(z,)— fno, 
我 们 就 次 序列 {1 SU SN T zo, 记 作 


xs > xo 或 w — limz, = x 


(也 记 作 xa —> x). 我们 也 说 xo EAH ra? 的 弱 极 限 . 
“我 们 证 明 同一 序列 不 可 能 弱 收敛 于 两 个 不 同 极限 。 
设 x >r H zi， 即 对 任意 线性 泛 画 f€ E* 
f(xa) > i) ËB. fxs) — tG. 
由 此 /G) = FCE) 或 
x f(xo — Ë) == 0. 
由 Hahn-Banach 定理 第 一 推论 知 ro = š. 

也 不 难看 出 ,如 果 +, > am， 那 么 任 一 子 序列 (en) CS 
收敛 于 xo. 对 应 于 元 列 的 弱 收 化, 我 们 也 把 元 列 依 已 知 空 间 的 
范 数 的 收 化 称 为 强 收 化 车 元 列 z.) 强 收敛 于 me E, R 
们 记 作 


x, 了 YX0 或 s — lim x, = Tos 
” 
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显然 ， 由 序列 {x,} BKAT ro 可 知 此 元 列 也 弱 收 敛 于 to 
反之 则 不 一 定 成 立 。 序 列 可 能 弱 收 敛 于 某 一 元 ， 但 不 一 定 踢 
KATE. 例如 在 空间 L210, 1] AABY] {sinnsre}. & 
r (2) 一 snzzti， 那 么 对 任 一 线性 迄 函 有 
f(x» ) = | sin næialt)dt, 

式 中 e) 为 平方 可 积分 函数 由 泛 冰 1 而 唯一 确定 。 显然 
J(xz,) 是 函数 alt) KTA {sinnrt} 的 Fourier 系数 ， 所 以 
f(x,) ->0 对 -oo。 但 在 另 一 方面 fr,} 并 不 强 站 但。 事实 
上 


i 
les — tml? = | [ sinnar? 一 sinmrt dt = 1, 
0 


然而 我 们 有 
定理 4 在 有 限 维 空间 中 强 收敛 与 弱 收 敛 相 重合 . 


只 须 证 明 在 有 限 维 空 间 中 由 序列 弱 收 敛 于 某 一 元 可 以 导 
出 它 强 收 敛 于 同一 元 。 设 互 为 有 限 维 空间 且 设 对 给 定 的 序列 
[zs 有 和 ->m。 因 为 卫 是 有 限 维 的 ,所 以 存在 有 限 个 线性 天 
关 的 元 cis ei. ek 使 每 一 元 x* €E EB 可 以 表 为 唯一 的 形式 
z = e, t rer + eoe t Erer, IAP E; IXA R 
= {e + Eme, 十 … + Ex ek 
x, = EWe, + EPer Heee + ËP ek. 
RAER fe E* 使 #(e;) = 1; f(e;) = 0 X = 
i RITA | 
f(x, ) = $) 和 f; xo) = ED, t= 1,2,3 k. 
但 因 f(x,) 一 f(xo) 对 任意 线性 泛 函 1 MAEA f(x,)— 
f;(xo) BẸ 
一 > pY ¿= 1,2....,k， 
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但 在 有 限 维 空间 中 按 坐 标 收 伍 蕴 含 强 收敛 ,从 而 t >to. 
存在 无 穷 维 空 间 ， 在 其 内 强 收敛 与 弱 收 敛 一 致 ， 例 如 空 
闻 44 即 为 一 例 , 即 这 样 序列 {5 5, Eno ss) 使 > lEn 


Ira. 
M. H. Kanen WER T FRARHR: 
PS 3 BATEA TA KEE k koa 


e GG GG 0 e % g G 8B 


定理 9 HRAN I BKAT *o, 那 么 存在 线性 组 合 序列 
(S saa a. 


换 名 话说 ,zx 属于 由 元 xi x;，'…', tat 所 产生 的 财 线 
性 流 形 . 
”如果 不 然 , 即 是 说 + 不 属于 由 ti z; etto ta t. BU 
生 的 闭 线性 流 形 。 那 么 依 Hahn-Banach 定理 第 二 推论 存在 线 
HEIA f€ E* E PCr) = 1 和 fxs) 一 0 对 n= 1,.2,--: 
IRE e)l) 而 与 条 件 x, -> x FE. 


定理 6 设 4 DRET RTT IET RREN 范 空 间 E, 


E me Bo BARN 
{Axs}CE, 
saa T Ax € Ey. 
取 任 意 线性 泛 丽 pE Ey ,那么 
pAxs) = f(xn) 
式 中 fe EZ. HÆ 
| pAxo) 一 fro). 
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因为 Xs 一 xzo* 所 以 


J(x=,) — f(x); 
Rl! p(Az,) — p( Ax). 
既然 了 为 Ey 内 任意 泛 函 ,所 以 


这 就 是 说 ,每 一 线性 有 界 算 子 不 仅 是 强 连续 而 且 也 弱 连 续 . 
定理 7 车 序列 {x,} BRAF z, 那么 {x。} 的 范 数列 有 


F. 

我 们 把 元 x+,，。+ 二 1, 2,.…… 看 成 空间 E** 的 元 。 那么 
序列 {xn} DERT x。 是 说 泛 函 序列 {x,1}CE*” 对 每 一 
fe E*, 于 是 由 Banach-Steinhaus 定理 可 知 {lr 有 界 , 这 就 
是 所 要 证 明 的 . x 
x š, Ë TATE 

lizol] < lim EAP 
iB LRE EAA EER IRAI FIRIR. 


Izl > Em |x,l. 


那么 存在 数 “ 使 
leal > c > im 

从 而 存在 序列 {x* 站 使 

lel > < > lenll. 
HEREZA fp ë lfl = 1, 且 

Jf (4) 一 lel > <. 
于 是 

f (z, J) < fllllrsll = |x, | < c 

对 所 有 i。 从 而 
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flra) > fota) 
但 这 与 条 件 Xa xo T jA. 


严格 不 等 式 成 立 的 情形 是 存在 的 ， 
zoll < lim EAE 
而 这 由 下 述 例子 可 知 
在 空间 工 [0, 11 考虑 函数 
r, (z) = a/ 2 sin nat, 
我 们 有 leall = 1, 所 以 
lim ||z,|| = 1. 


在 另 一 方面 对 任 一 线性 泛 斑 二 可 得 
f(z,) = Va| alt) sinnridt = V2 cn， 


式 中 c 为 函数 a(€ ZL;[0,1] 的 Fourier 系数 ,因此 一 % 
时 (z) -> 0 对 任意 线性 泛 函 f, 即 是 说 ra 0。 从 而 xm 一 


0. 由 此 | 
[xl = 0 < 1 = liml|x,l. 
定理 8 为 使 序列 {z,} Sar ro MWERA 
1) EPen ER, 


t ù t è . è 4% Q 4 


e è ee ù ° 9% . 


` S Emi k'isa 2 的 特例 。 为 了 说 明 这 一 氮 只 须 注 
意 : 序列 {x,}CE BKAT x€ ,显然 等 价 于 把 同一 序列 
看 做 定义 在 E* 上 线性 泛 函 序列 ,收敛 也 看 成 E* 上 线性 泛 团 
的 xo, 

几 个 具体 空间 中 的 勇 政 和 敛 . 

L, ARAA: 

定理 9 AEI WEI} 的 元 <, = 人 "上 BRAT 
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r = {EP} € Ir, 必须 上 且 只 须 

1) EAER, 

2) n— oo 时 EP > EP 对 所 有 并 一 般 说 来 对 i 不 是 一 
KA). 

为 了 证 明 , 我 们 注意 元 p— {0, 0, …0, 1,0,…} i= 

2，… 的 线性 组 合 在 1, 一 12 内 稠密 . 因此 由 一 般 判 别 
法 ,为 了 mm->z 必须 目 只 须 它 满足 第 一 条 件 且 


fxs) = EP — G) = EP 


对 任意 i. 
可 以 说 ， 内 的 弱 收 敛 是 说 按 坐 标 收敛 以 及 范 数 的 有 和 弄 
性 . 
lp ARKA: 


7 定理 10 为 使 序列 {OIE L,[0, 1 弱 收 敛 于 =€ 
工 ,10, 1], 必 须 且 只 须 
”1) 序列 {lxs||} 有 界 ， 


oaf nOr | r(r)dr 对 任意 1E [0,1]. 
、2 1 , TER 


第 一 条 件 与 一 般 判 别 法 第 一 条 件 一 致 。 我 们 只 考虑 第 二 
个 条 件 。 令 | 
1 对 0=< =< 
“() —1{, recl. 
MARR a.(z) 的 线性 组 合 ， 即 和 
> cilæ kt) m cr (z)] 


£ =1 


在 L,[0,1]= L [0,1 ] ARZ, EBOST < rz, 一 … .一 rr < 
r, 一 1， 从 而 为 了 

zs (z) >x) 
PJ B HUU WE S # PE H. 314 nokt 
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j r, (a, t) dt 一 | x (z)e,Cz)dt , 


或 | r, (dt > |. ndt 


对 任 一 re [0, 11. 

Hilbert TEASA: 
因为 在 Hiibert 空间 互 内 每 一 线性 泛 函 f(x) 是 内 积 的 形式 ， 
所 以 在 此 空间 内 

0 
是 说 对 任意 y€ H 
C (zns y) > Cros Y). 

以 前 我 们 说 过 :者 ta —> xo Ya — yo WAF (z,, Ya) > 
(xzo，yo)， 即 内 积 对 元 的 强 收 敛 关 于 两 变 元 的 全 体 是 连续 的 . 
E% Xe Yos ya Yo» 那么 一 般 (xs; y,)—Z—>(x yo)。 例 如 
o Æ 

Xn = Yn = “(ns 


其 中 {es} 为 任 规范 正 交 序 列 ,于 是 en> 0, 但 


Cens en) 一 | 由 一 1—0 = (0, 0). 
可 是 ,者 xz > os Yn yos MÉ Cens ys) > (xos yo). 事实 
上 ,在 此 情形 下 jy,| 依 全 体 有 界 , 令 
M 一 supllyall, 
我 们 有 x 
|(z,> Ya) — (o, Yo) 

< | Crn — zos Ya) | + |(zo, y, — yo)! 

<. M ||, 一 xol| + |(wo， Yn 一 Yo) | ° 
用 右边 两 项 均 趋 于 零 ， 最 后 ,也 注意 , 若 z, — xo H. lel 一 


(zol 那么 z,— +。， 因 为 
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z, 一 nll? = Cr, 一 Los Xa — x) 
= [ (2n 2n) 一 (zxo)] 
+ [(x., r.) 一 (xo, r, )] 
+ [Cr z+) 一 (*,, z4)], 
而 右边 所 有 项 均 趋 于 零 ， 
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第 五 章 ”距离 空间 与 
赋 光 空间 内 的 紧 集 


”一 百年 以 前 捷克 数学 家 Bolzane 发 现 数 直 线 上 每 一 有 界 
无 穷 集 至 少 有 一 聚 点 并 且 注 意 到 了 这 个 定理 对 数学 分 析 的 严 
格 黄 基 的 重要 性 .由 不 仅 是 点 集 ， 而 且 是 函数 集 或 曲线 集 先 
出 收敛 序列 已 经 用 来 证 明 常 微分 方程 ， 变 分 学 等 等 的 解 的 存 
在 定理 。 这 就 导致 位 于 某 些 空间 的 集 的 紧 性 这 一 个 一般 概 
£. 


$1 定义 、 一 般 定 理 


位 于 虹 离 空间 X 的 集 k 称 为 紧 的 *， 如 果 这 个 集 的 每 一 
元 列 总 含有 收 伍 子 序 列 。 如 果 所 述 序列 的 极限 也 含 于 天 ， 那 
入 集 KK 称 为 自 紧 的 .如 果 这 些 合 于 X 的 极限 训 能 不 属于 到 , 那 
的 必须 且 只 须 它 在 内 为 紧 的 且 为 闭 的 ， 

特别 ， 如 果 空 间 X 自身 的 每 一 序列 总 含有 一 个 子 序列 收 
售 于 XX 的 某 一 元 时 ， 空 间 X 称 为 紧 空间 显然 紧 距 离 空间 是 完 
WHI, 

例 1. ië X=[0,1]. H Bolzano-Weiérstrass 知 它 为 紧 
空间 ， 

例 2. iW X = 已 一 一 一 维 欧 氏 空间 ( 数 直 线 )X 非 紧 , 事 


*) 注意 此 书 的 紧 性 定义 与 一 般 书 不 同 , 这 里 的 紧 性 是 通常 所 说 的 列 紧 性 、 而 
本 书 的 自 紧 狂 为 一 般 理解 的 紧 性 . 译名 注 
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实 上 , 它 的 子 集 M = {1,2,3, n. ty 不 含 任何 收缴 
子 列 。 然而 同样 由 Bolzano-Weierstrass 定理 可 知 每 一 有 界 集 
为 系 的 ,而 且 每 一 有 界 闭 集 为 目 紧 的 . 

例 3. WX X n ERREN En 同 于 前 例 E, 不 是 紧 的 ， 
然而 E, 每 一 有 界 子 集 为 紧 集 .. | 

例 4. 设 X = C[0, 11. 此 空间 非 紧 ,不 仅 如 此 还 存在 有 
界 非 紧 集 ( 见 本 节 定 理 1 下 的 注 ). 

例 5. W X= ,. 此 空间 非 紧 ,不 仅 如 此 ,在 此 空间 内 在 
在 有 界 非 紧 集 。 例如 闭 单位 球 就 是 这 样 一 个 例子 。 设 sO, 
1) 一 3 为 闭 单位 球 ， 我 们 考虑 S 的 点 列 : 

e = í1, 0, 0， - e = 10.1, 0, - F ... 


我 们 有 le; 一 |= V 2 Hiti BERM a ERES 
子 列 均 不 收 剑 。 这 就 证 明了 gs 的 非 紧 性 。 空 间 7 的 一 个 非 半 
凡 的 兹 集 的 例子 是 所 谓 Hilbert YH. 它 是 这 样 的 点 r= 
(Ë, Eretta Ens +.) BERU, HHA iM E. 0 < ¿,< 


二 . 集 U 的 紧 性 将 由 以 后 讲 的 is 空间 紧 性 判别 法 可 知 . 


对 么 集 可 以 证 明 类 似 于 完备 距离 空间 内 球 套 的 定理 。 这 
时 我 们 不 假设 X 的 完备 性 。 即 是 说 下 述 定理 成 立 . 
定理 (Cantor) 设 在 距离 空间 X 内 给 定 非 空 闭 紧 集 序列 
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K,Ə K,Ə +: : - D K,;>Ə : - 
B= 门 K ps. 
事实 上 ,在 每 一 集 K; 内 选 一 点 x;。 我 们 就 得 出 一 个 序列 
{xi}CKi。 因 天 ,为 紧 集 ,所 以 由 {xi] 可 选 收 敛 子 序列 {ra}. 
& 


to 一 lim xig» 
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内 为 对 固定 fl 从 下 标 ik > n 开始 的 所 有 项 售 于 K, 日 因 
K。 闭 ;所 以 ze K, 对 任意 n. 但 这 时 xo€ [) Kn 定理 证 完 ， 
k=1 


极 值 存 在 定理 ”给 定 在 财 区 间 上 连续 函数 的 基本 定理 的 
证 明 是 基于 闭 区 疗 的 自 紧 性 。 这 些 定理 的 某 些 可 以 推广 到 任 
一 距离 空间 的 基 集 上 的 连续 放 函 上 去 。 例 如 我 们 有 下 述 定理 
成 立 , 它 是 熟知 的 Weierstrass 定理 的 推广 ， 

定理 1 EESAN Alak JG) 是 定义 村 天 


1) Z f(x) EKLER: 

2) ZA fC) 在 Kk 上 达到 它 的 上 确 界 和 下 确 界 . 

1. 我 们 证 明 泛 函 JG) 上 有 界 ( 同 理 可 证 明 它 ;下 有 界 ). E 
如 不 然 , 在 KK 内 存在 序列 {xs} 使 r) > mw。 因为 玉 自 紧 的 ， 
所 以 序列 {xs} 含有 子 序列 (z, 收敛 于 x,€ K. TE— 5181 
有 Fen) > no AMA k>, end) >o 在 另 一方 
EZA f(x) 在 入 上 到 处 连续 ,特别 也 在 xo 连续 ,所 以 

Flan) >f(xo) 对 K— co 

这 样 便 得 出 矛盾 。 从 而 就 证 明了 泛 图 故 x) 的 有 界 性 。 

2. 设 8 = sup f(x)。 这 就 是 说 ，f(x) < 8 对 所 有 *€ K 


目 对 任 一 s> 0 FEZA z, € K 使 
C, > 8 — s. 
从 而 存在 点 列 {xs} 使 


B — >< I(z,) < 8. (1) 


因为 天 自 紧 ,序列 {zs} 含有 子 序列 (ea) KAF me K. 
于 是 
P 一 > < ftn) < 6. 


° 213 ° 


从 而 lim J(z,,) 一 8. 
在 男 一 方面 , 因为 J(z) 在 集 玉 的 所 有 点 ， 特别 在 r AE 
续 ; 所 以 
lim Í(x,,) -= fC xo) 
XE f(x.) 一 6， 得 所 欲 证 ， 
HEE “一 inff), 那么 存在 后 EEK 使 IG) 一 


E RERE IGO 给 定 在 非 自 紧 集 M H PA 
sup Ke 和 inf f(x) 可 能 达 不 到 . 
”例如 我 们 考虑 CL0,1] 内 的 集 M , 它 由 满足 <(0)= 0, 
x(1) 一 1 H max|x(z)| < 1 的 所 有 函数 x(o 所 组 成 。 


FZ A f(x) = J. x’(t)dt 


在 M 上 连续 但 达 不 到 它 的 下 确 界 ， 
事实 上 , 若 r0) =, BWA 


fe) = — — 


这 就 是 说 inff(z) = 0. 

但 是 对 联结 点 (0，0) 和 (1, 1) 的 每 一 连续 曲线 z 一 z(2) 
总 有 fC?) > 0，《〈 由 此 更 可 知 ， 我 们 所 讨论 的 曲线 集 是 非 紧 
的 ,然而 它 是 CL[0, 1] 内 有 界 闭 集 》. 

因此 ,在 应 用 定理 1 之 前 ,必须 先 明确 给 定 连续 线性 泛 号 
的 集 是 自 紧 的 。 在 非 紧 集 上 的 泛 函 达到 它 的 上 确 界 或 下 确 办 
的 假设 可 能 导致 错误 结论 如 上 例 所 示 . 

作为 同一 类 型 的 第 二 个 例子 ， 我 们 援引 欧 几 里 得 第 五 公 
理 的 错误 证 明 。 正 如 众所周知 ， 欧 几 里 得 第 五 公理 与 至 少 有 
一 个 三 角形 的 内 角 和 等 于 = 这 一 假设 是 等 价 的 。 可 以 完全 严 
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格 地 证 明 ， 三 角形 的 内 角 和 不 大 于 x。 我 们 现在 来 证 明 某 一 
三 角形 的 内 和 角 和 等 于 x。 设 天 是 三 角形 内 角 和 的 上 确 乔 . 玉 委 
r, 令 有 一 个 三 角形 ABC 
(图 5) 存 在 ,而 它 的 内 角 和 达 
HAEARN RK. HAB 边 
上 和 任 一 内 点 DD 与 顶点 C 作 联 
线 CD. CD 把 所 给 予 三 角 | 
形 分 成 两 个 三 角形 ADC 和 x 2 
DCB, 而 每 一 个 的 内 角 和 均 ms 
不 超过 天 。 在 另 一 方面 ， 这 

两 个 三 角形 的 内 角 和 等 于 K 十 x。 从 而 

K + = < 2K. 


C 


因为 天 不 超过 x, 所 以 
K = x, 

这 样 一 来 ， 我 们 证 明了 存在 一 个 三 角形 而 其 内 角 和 等 于 m, |P) 
时 记 证 明了 欧 几 里 得 第 五 公理 . | 

-这 个 证 明 的 错误 在 于 假设 存在 三 角 形 而 其 内 角 和 到 达 它 
的 上 确 和 者 ( 它 等 价 于 欧 几 里 得 第 五 公理 )。 在 非 欧 几何 里 ,* 
己 三 角形 内 和 角 和 的 差 与 三 角形 的 面积 成 比例 ， 而 旦 假设 这 个 
差 趋 近 于 零 , 则 此 三 角形 缩 成 一 点 ， 

定理 1 可 以 推广 到 所 谓 半 连续 泛 了 水 的 情形 。 A fe) 
是 下 (上 ) 兴 连续 的 ， 如 果 条 件 z, 一 x 蕴含 
| f) < limf(x,) 


(f(x) > limf(x, )). 
MREZE F3b53E ER Ar. 


+ e w ë y o s ù Ò A aa p Ó S o 9 


此 集 上 下 (上 ) 布 界 ， TEIGE. 
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这 个 定理 在 变 分 学 上 有 很 广泛 的 应 用 ， 因 为 在 那里 这 所 
讨 沦 的 一 类 最 重要 的 认 奖 是 半 连 续 的 ， 

距离 空间 内 集 的 紧 性 判别 法 ”现在 我 们 给 出 距离 空间 内 
集 的 紧 性 的 一 般 判 别 法 。 为 此 首先 引入 下 述 定 义 : 

距离 空间 XX 的 集 N 称 为 同 空 闻 的 集 的 一 个 s- 网 , 如 果 
XE A EM 存在 后 x (€ N 使 

p(X, xe) ZE. 

特别 M 可 能 与 整个 空间 重合 . 

定理 3 ee 为 使 距离 空间 和 的 集 K 为 紧 是 必 


存在 对 天 的 有 限 8- 网 
必要 性 ，。 KARY. 设 * 为 KK 的 任 一 点 。 如 果 pek, 
x) < 8 对 所 有 <€ K, WAAR s- 网 已 经 构造 出 。 如 果 此 
事 不 成 立 ， 存在 点 x*;€ K 使 p(x1, xa) 之 E。 如 果 对 任 疲 所 
+€ K 总 有 prx) < 8 R p(x,x;) <6, WAAR e- 网 已 
经 构造 出 。 否 则 ,可 求 出 一 点 x; 使 
plxi1y z.) SE plr z,) 2° 8。 
BERR TE, 我 们 可 以 得 到 点 ris rrtt tas tË 
p(x;, xj) >E 
对 ij. KARAER —R RREI k 步 以 后 就 
完成 了 , 即 是 说 ,对 任 一 rE K, 它 必 将 满足 不 等 式 
p(xsxi) <e, ;:=1,2,-- k ` 
之 一 。 在 此 情形 下 ，xiy z) `` o Xk 构成 对 天 的 一 个 8- 网 ”. 


否则 ,上 述 构造 点 z; 的 方法 就 会 无 限 地 继续 下 去 。 但 这 个 可 


能 性 是 被 排除 的 ,因为 如 果 它 成 立 的 话 ,那么 我 们 将 得 出 含 于 
KK 的 一 个 无 穷 扩 列 tis trsta xatt 使 得 


D 值得 注意 ,这 个 8- 网 的 点 由 天 的 点 所 组 成 . 
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p(x;, xi) = s 
对 和 关 71， 从 而 序列 目 身 及 其 任 一 子 序列 均 不 收 伍 ,而 这 与 集 


”下 的 紧 性 相 矛 盾 . 


充分 性 。 设 空间 X 为 完备 的 , 且 对 任 一 s > 0 存在 对 天 
的 有 限 -网 。 取 数列 {8;} 使 lims, = 0, 而 且 对 每 一 e, 构造 


对 天 的 有 限 8,- 网 
(z). z). ..., P), 

我 们 取 任 一 无 穷 子 集 TCK。 沿 每 一 点 rP, D. ..., aP 
洲 径 为 es: 的 财 球 .那么 工 的 每 一 点 必 含 于 这 些 球 之 一 。 因 为 
这 些 球 的 数目 有 限 , 所 以 至 少 有 一 个 球 含 了 工 的 一 个 无 穷 集 .用 
T 代表 工 的 这 个 子 集 。 取 点 2, P, ...., 2 并 沿 每 一 点 
作 一 半径 为 s, 的 闭 球 。 推理 如 上 ， 可 得 一 个 无 穷 集 TCT, 
完全 含 于 我 们 所 构造 的 半径 为 s, 的 闭 球 .以 此 类 推 , 得 出 集 
工 的 一 个 无 穷 子 集 序列 TDOTD DT, D, MET, & 
于 半径 为 s, 的 闭 球 ,从 而 7, 的 任 两 点 的 距离 不 超过 28。. 

SRA EETA s€ T, HERT s, FFIN RET: HF 
TEME. UER. 

我 们 得 出 工 的 点 的 某 一 序列 


T, = U E23 0ta Ens titithe 
这 个 序列 目 收 伍 。 事 实 上 :5 e T, B. Ent 6 T, CT, 对 任 
意 目 然 数 zp。 从 而 
| plént+p Èn) < 28, — 0 
对 n— co 和 和 尹 >0. 依 条 件 ,空间 和 完备 , 所 以 序列 T。 收 
CTA A SEX. DASR K RI 3R PEE. 


:> 0 PEKE H. 
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设 驻 为 对 天 的 紧 了 网 。 对 和 应 用 前 述 定理 ,可 知 存在 对 


N 的 有 限 了 -网 N, 那么 N, 是 对 天 的 有 限 s- 网 。 事实 上 ， 
对 任 一 点 z€ ,存在 EEN 使 

x p(x, Š) < 
随 之 对 z€ N 存在 点 x。€ No 使 


B 
PCE, xs) < 了 


从 而 对 任 一 点 +€ K 在 No IRINA re 使 
plx, x.) < plx, E E) + pE, t) < t = e, 


BI No 是 对 天 的 有 限 s- 网 . 
又 因 空间 X 是 完 备 的 ， 所 以 再 依 前 述 定理 可 和 K J% 
£. 
推论 2 紧 空 间 X 是 可 分 的 . 
事实 上 ， 到 序列 (e,}> s, -> 0， 对 每 一 s, 构造 有 限 es- 
网 . 
N, 一 {xP}; ks F's kge 


SN 一 U Na 显然 了 是 可 数 集 且 在 X 内 稠密 ， 


nal 


BES ERRTAREKEH 
& N = (xz, tta ra) ER k BJ 1-0, 且 4 为 空间 X 一 
个 固定 元 。 此 外 令 
d = maxp(a, Xi). 
TARNE EKA 
p(r+,4) < 1 + d. 
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这 驶 是 所 要 证 肯 的 ， 
现在 再 引入 目 紧 集 的 判别 法 ， 而 它 也 可 以 取 做 这 个 概念 
的 定义 . 


EË. s IS XE Pu L3US S TB Ew 
中 不 可 能 选 一 有 限 开 复 盖 。 取 序列 {6。} KATE. A <, 
x, ° °° xk 是 对 FF 的 eW. TE 


Ki 
F = UJ F; ; 
£=1 


式 中 F; = SQP, si) 门 了 上. 

不 难看 出 F, 为 目 紧 集 而 其 直径 不 超过 28... WE F Au BÉ EH 
4G。} 中 的 任 一 有 限 子 族 复 盖 ， 那 么 至 少 对 集 F, 之 一 也 如 此 . 
设 F, 为 这 样 一 个 集 , 即 它 不 可 能 由 族 (G. 的 任 一 有 限 子 族 
ES 

同样 推理 ， 由 F, JAHR TE Fin 其 直径 不 超过 28,, 
而 且 不 可 能 由 族 {G。} 的 伍 一 有 限 子 族 复 盖 。 以 此 类 推 , 我们 
得 出 一 序列 的 相互 包含 的 紧 闭 集 

FpD Fpp DD FI 
而 其 直径 趋 近 于 零 . 

令 x 属于 所 有 的 集 Fansens n=1,2,-. 因为 族 
{Gs} 构 成 集 F 的 一 个 开 复 盖 且 xoe F ,所 以 存在 集 G, 含有 
ER. A G, ENR, 就 存在 点 ro 的 一 个 邻 域 5S(xo, E) 完 
ERT Cu 。 今 选 7 充分 大 使 下 的 直径 小 于 EE。 那么 

F; 


中 


CSCro， s)CG,, 
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这 样 就 导出 一 个 巴 慎 。 因为 一 方面 根据 构造 知 集 F, 不 
可 能 含 于 {Go} 的 任 一 有 限 子 族 。 而 在 另 一 方面 它 由 G, 复 


== 
-UL e 


从 而 由 五 的 每 一 开 复 盖 都 可 以 选择 有 限 开 复 盖 。 这 就 证 
明了 必要 性 . 

充分 性 。 设 由 集 的 每 一 开 复 盖 可 选 有 限 开 复 盖 . 设 F 
的 子 集 M 没 有 聚 点 ， 那 么 对 每 一 点 xe F 存在 邻 域 SC, sz) 
可 能 除去 点 z 外 不 含 M 的 点 。 这 些 邻 域 构成 集 M 的 一 个 开 复 
盖 。 由 它 可 选 有 限 开 复 盖 

S(x,, 8.) S(xz;, 8;)s ***, S(x,, Ep). 

因为 整个 M 含 于 这 些 邻 域 而 且 又 因为 每 一 个 这 样 的 邻 域 最 多 
含 M 一 个 点 。 所 以 M 为 有 限 集 , 换 名 话说 ,每 一 无 穷 子 集 MC 
F 必须 有 聚 点 ,所 以 下 为 紧 的 。 

如 果 集 族 的 任 一 有 限 子 族 具 有 非 空 的 交 ， 则 称 它 为 中 心 
的 ， 

ams DETERSE FOTE F 23, 必须 且 只 须 集 F 


AEE. bk F ARU, AE ATROK. 其 
交 为 空 集 . 令 Ga = CF,, HP CF, 代表 Fo 的 余 集 。 那么 


G, 为 开 集 且 U Ga = C ñ F, = X. BIERI Ga) 构成 


有 的 一 个 开 复 盖 。 从 而 由 它 可 选 有 限 子 族 复 盖 F: 
Go, 5 Ga,» G 


因为 Ú GDF, MA 
i=l 


Oy 9 


[| F. = c U GCCF. (2) 
£ 一 1 i=l 


但 在 另 一 方面 ,Fo。,CF ,所 以 
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由 (2) 和 (3 ) 知 n Fs 二 名 ,而 这 与 {F。} 为 中 心 族 相 矛 盾 . 


必 册 性 证 完 ， 
充分 性 。 设 FF 的 任 一 闭 子 集中 心 族 有 非 空 的 交 。 考 虑 下 
PIE JS SIG, € 
== FNG, = F 1 CG,. 
集 F。 闭 且 x 


ü F.= F N U G, = Q. 


Wk F yE ERAR 从 而 存在 子 族 Fas F, * ° `. Fa, 其 
交 为 空 集 ， 于 是 对 应 的 开 集 
Ga,» Cu， t13 Gan 


WN E 
U G,ƏFN N F, = F. 
i=] š =1 


这 就 证 明了 由 的 任 一 开 复 盖 1G。} 可 选 有 限 开 复 盖 . 

定理 6 距离 空间 X 内 每 一 是 私 集 都 是 Cantor r RRR 
连续 像 . 

设 天 是 距离 空间 X 的 自 紧 集 . 考虑 收 化 于 零 的 序列 {8,}， 
而 且 对 每 一 ”一 1， 2, .………， 构 造 对 天 的 有 限 e-W. {r} 
1 一 1]，2,，.…， m, 如 果 有 必要 的 话 我 们 莹 加 补充 点 而 党 可 
设 m, 一 2。 考虑 半径 为 se 中心 在 z; 的 球 SPP, 8 K 562 
含 于 这 些 球 , 从 而 含 于 这 些 闭 球 SPD. $ Ka = KASP ¿= 
1,，…ai。 我 们 得 出 了 集 六 表示 为 m 个 直径 不 超过 28, 的 闭 
集 的 并 。 作为 自 紧 集 的 闭 子 集 ， 每 一 K, PAARE. 重复 上 
述 构 造 ， 我 们 可 表示 每 一 K;, 为 m 个 直径 不 超过 28; 的 闭 集 
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K; ; 的 并 。 记 一 1,2,…, m1。 以 此 类 推 ,所 有 这 些 集 可 以 看 
成 非 空 ， 

现在 回 到 Cantor WEZE P, LTES T k prh 
O RH Apiai I= 00, 1, 而 且 也 完全 售 于 (%t + k) rA 
XE] Ai, ins diare 照 此 类 推 ,把 记 阶 闭 区 间 从 左 到 右 排列 
HBH A 代表 它 ,i = 1, 2，……， m 一 24。 在 每 一 扎 阶 闭 区 
间 A, 内 含 28 = m, 个 (k + k) 阶 闭 区 间 ， 从 左 到 右 排列 
它 并 用 Äis n= 1,2, *-+, m, 表示 。 以 此 类 推 我 们 得 出 空 
间 X 闭 集 Pr 与 0,1] 的 闭 区 间 入 re 之 间 的 一 个 一 一 
对 应 。 

任 取 点 EPa 它 唯一 地 确定 了 一 系 含 它 的 而 且 退 缩 于 
它 的 闭 区 间 A; , Arns Anine. 我 们 考虑 对 应 的 闭 集 系 天 ;， 
Kins 天 (与 闭 区 间 同 一 下 标 ), 因为 这 些 集 的 每 一 个 总 
” 仿 于 角 一 个 而 且 这 些 集 的 直径 趋 近 于 零 ， 所 以 存在 唯一 所 
z€ K 属于 所 有 集 。 我 们 令 此 点 与 点 +€ P, 相对 应 . 

我 们 来 证 明 每 一 点 x €E K 都 是 某 一 点 :€ P, 的 像 。 事 
E, x€ K; 对 某 一 下 标 值 2 (这 个 下 标 一 般 不 是 唯一 确定 
的 ,因为 集 K; 可 以 相交 ) ,同样 x€ K $5. 对 于 集 K;,， 
Kins ° 有 闭 区 间 A; , Aii,，* 与 之 对 应 ， 属于 所 有 这 些 
BIXI ARAE z 为 像 .这 样 一 来 我们 定义 了 一 个 
由 Cantor 完全 集 P, 到 目 紧 集 上 的 一 个 单 值 映像 + 一 p(7). 
我 们 来 证 明 这 个 映像 连续 ， 

设 z 一 p(to) H. 5S(xo, e) 为 扩 xo 的 一 个 邻 域 ， 取 退 
AT + 的 集 系 中 的 这 样 的 基 Kj.…。 使 其 直径 小 于 e. TE 
Ki ireis CS Cros €E). 用 6 代表 到 与 集 Koris 对 应 的 区 间 
A; u, 的 最 近 端 点 之 间 的 距离 。 如 果 |z 一 | < ë. 那么 :€ 
irino 从 而 

x = p(z) € Kiini CS(xo, E); 
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因此 p(x, xo) < s。 定 理 完 全 证 毕 . 

现在 讨论 紧 距 离 空 间 X 到 距离 空间 Y 内 的 映 象 了. 

定理 7 EZEDERRORSN. 

BRER. A (X)CY 内 任 一 序列 . 对 每 一 )。 R 
的 原 像 之 一 x,。 因 为 {x,}CX。 而 六 为 紧 空间 ,所 以 由 {ra} 
可 选 收 敛 子 序 列 {zw} 收 伍 于 xo€ X。 因 为 f(x) 连续 ,所 以 

Cang) = Yag > Yo = fx) E JX). ` 

这 就 是 说 ， JX) 的 任 一 序列 都 含 收 化 子 序列 而 且 这 样子 序列 
的 极限 属于 (X). Mm (O) 为 紧 空间 . 


52 茶 些 函数 空间 中 的 肥 性 判别 世 


CL0, 1] 内 紧 性 判别 法 。 茶 一 集 M 的 函数 称 为 一 致 有 界 
的 ,如 果 存 在 这 样 常数 c 使 |<=G2 | < c 对 所 有 G) € M 和 任 
— z€ [0, 1]. RMR BERA, 如 果 任 给 s >0 存在 
> 0 仅 依赖 于 s 使 得 对 [0， 1] 内 满足 不 等 式 |a — nl < ôa 
内 任意 和 如 以 及 对 M BU IE SKP X + (z) 有 

| [z(z,) — z(z,)| < ë. | 
定理 1 (Arzela) XE% KCCI0,1] 为 紧 的 ， 必 须 且 
RARR *() eK -EER A FREE. 

AE, KK. PG2 +G) € K 的 一 致 有 界 性 由 前 节 

定理 3 推论 3 得 出 。 我 们 来 证 明 函 数 EK 的 等 度 连 续 


性 。 对 给 定 的 e> 0, 构造 对 天 的 村- 网， {x1(2) , ONS 
A BAAR x;(z) 在 [0,1] 连 续 ,所 以 它 在 此 闭 区 间 一 致 
连续 ， 
PAR rile) 选 65 使 
iG) 一 sa < — 
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对 |: — z, | < ð; 和 [0,1] 内 任意 选择 的 站 和 1t;,。 设 6 为 65,， 
r= 1,2, 中 的 最 小 者 。 那 么 对 任意 函数 <zG)€ K 及 
lz 一 | < 8 我 们 有 
[z() — z(z2) | 
< max |z) — x,()| + |x) — =z;(z;) | 


8 
max |z (z) — z(z)| < 2p (x, x ) + 


如 果 选 x+; (z) 使 


£ 
CA r;) < 3° 


那么 [x(2) — x(12)| < s. 
对 上 人 一 如 天 3 成立. 此 23 距 不 依赖 于 [0,，1] 的 点 大 和 六 而 
且 更 不 依赖 于 天 内 函数 =G) 的 选择 。 这 就 证 明了 属于 天 的 
函数 的 等 度 连 续 性 . 
充分 性 ， 由 定理 的 条 件 对 任意 。 2>0 可 选 >o 使 
[x(1) — x(12)| < e 
对 |a — | < 8, n, E [0, 1] 任意 和 任意 OEK 成 立 。 


取 自然 数 * 使 二 小 于 5。 分 割 [0,1] 为 ” 个 相等 部 分 


二， | k=0,1,2, > n — 1. 


# n 


那么 
|z(z,) — xl) | < 
对 任意 函数 +G € K 和 使 
x 1 


|z: 一 t3! < 一 
n 


HER, ne [0, 1] 成 立 ， 特 别 对 属于 同一 部 分 区 间 F 


am 
7i 
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+1] 的 和 n ÈX. 
HEAR x(z) ERAR rC) 使 
1) z, (A)=—* (£) Zİ k=0, 1 一 1， 
2) ERA |Z, TEL) 上 函数 C) 线形 的 ， 
因此 rO 的 图 形 是 一 折线 具有 7 个 顶点 在 z(z) 的 图 形 


设 x (+) <Ç x (=), 


那么 由 于 x*,(D 在 | 二， k + EI 上 是 直线 ,所 以 有 


x (全) S< rG) < x (+). 
由 此 
— e < x(t) —<x ( EI) < x — kD 
=< rlz) 一 * (<)<e 
aR (>a) 
我 们 得 | 
— ge < x(z) — x (Ż)< xlt) — x,(#) 
< (D — (H) <e. 
从 而 


|zG) — x*,G)] < 8 
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对 所 有 ze [0, 1], 即 
p( x, xn) < ë, x 

XPE, 函数 rO 的 集 N 构成 对 KK 的 一 个 -网 。 此 处 由 
于 集 天 的 一 致 有 界 性 

|[z,G)| < |zG2| + |z(2) — z,G2]| < c + 8 = c, 
即 集 NN 一 致 有 界 . 

对 每 一 函数 r € N 使 (> 十 1) 维 空间 X 的 点 与 之 对 应 ， 
面 此 点 的 坐标 即 为 +,(z) 的 图 形 的 顶点 的 纵 坐 标 。 不 难看 出 
这 个 对 应 是 一 对 一 的 ,而 且 也 是 在 这 样 的 意义 下 两 方 连续 的 ， 
即 若 函 数列 PVA 在 空间 C[0, 1] 的 距离 意义 下 收敛 于 
xz zt)。 那 么 点 列 {7} 在 空间 Est 的 距离 意义 下 收银 于 把 
20, 但 集 Ñ 一 (Z) 有 界 , 从 而 在 Esu WE. 因此 集 N= 
{x} 在 C[0, 1] KK. 

因此 对 任 一 8 > 0 可 以 构造 对 天 的 肾 e- 网 。 骨 由 CIO, 
1 1] 的 完备 性 以 及 前 节 定 理 3 推论 1 XI K Z. 

证 明 的 定理 可 以 推广 到 紧 集 到 其 距离 空间 内 的 映 象 上 
=. 

设 给 定 两 个 上 距离 空间 和 X 和 Y P] K lk 2z [8] x + z= [8] Y 内 的 
映 象 J PPS F. H£ fe FREAR, HHR AHT S z € X 

oe (a), 0) < cy, 
式 中 6 是 空间 Y 内 某 一 固定 元 且 cy HAARATI ER f. 
得 
p(f(x1), f(x2)) < 8 

对 空间 X 内 满足 plr1, x2) < ò 的 任意 爽 点 X iX2 成 立 。 

设 M(X,Y) 是 空间 X 到 Y 内 所 有 有 界 映 象 的 集 . 我 
们 可 以 引入 距离 使 M(X, Y) 为 一 距离 空间 。 倒 

p(f, p) = supa (e), p(x)) 
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不 难看 出 ,距离 的 所 有 公理 被 满足 。 又 空间 MCX, Y) 内 的 
收 绍 是 映 象 序列 {f(x)}CM(X,Y) EX Lik e F ik 
R JG) € M(X, Y). 
如 未 了 是 完备 空间 ,那么 M(X,Y) 也 是 完备 空间 . 
事实 上 ,如 果 p(j fa) 一 0 H aR m 一 co， 那么 对 任 
— e > 0 可 定 ne) E n, m 2 nhe) MME re XE 
op G), fn) < e. (1) 
由 于 空间 Y 的 完备 性 ,所 以 自 收 和 敛 的 函数 列 (7, G) 1 Sk 3 
一 元 yEY。 令 
fC) = y = lim fs (£), 


那么 我 们 就 得 出 空间 和 X 到 Y 内 的 某 一 映 象 。 
在 不 等 式 (1) 中 令 m -> co 可 得 
P(fa Cx), f(x)) < 8 | 
对 所 有 n> ne) 和 所 有 +€ X 成立 。 由 此 可 知 fe M (X. 
YJE f,G) 一 f(x) 在 和 上 一 致 成 立 。 x 
”用 C(X, Y) 代表 M(X,Y) 内 所 有 一 致 连续 映 象 的 
集 。 不 难看 出 ， 一 致 连续 映 象 的 一 致 收敛 序列 的 极限 也 是 一 
MERER, 由 此 可 知 集 CCX, Y) 在 空间 MX, Y) 内 为 闭 
最 后 还 要 5 人 一 个 定义 。 含 于 某 族 Qc C(X, Y) 的 映 
象 f 称 为 等 度 连 续 的 ， 如 果 对 任意 8 > 0 存在 仅 依赖 于 e 的 
6 > 0 使 得 
plf(#1),， (x2)) < 8 
对 所 有 f€ Q 和 满足 p(x1,x2) 二 5 的 所 有 x1, x2€ RY. 
2 为 了 使 映 X SASI AG Y 的 连续 映 象 族 Q 


+ oè m ò ù È Ò 0 ò a G 9 °. 


“我 们 久 证 条 作 的 充分 和 
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首先 注意 ，Y 作为 紧 距 离 空间 是 有 界 的 。 从 而 族 8 的 所 
ARRE- KARN. 

因此 9CcC(X,Y)。 因为 C(X,Y) 在 M(X,Y) 内 
闭 ， 所 以 为 了 证 明 8 在 CX, Y) 内 紧 性 ， 只 须 断 定 它 在 
M(X. Y) 内 的 紧 性 ， 

对 任意 8 > 0, 可 选 8 二 0 使 


o), Ke) < > (2) 


对 p(xix;) < ó 和 所 有 fe 0. 由 上 映 象 的 等 度 连续 性 这 是 可 
能 的 。 ERX 内 取 有 限 r: 网 Xis X; ` Zuo 再 引入 集 


r= (e PNU (e), 


这 些 集 互 不 相交 ,其 并 为 多 而 且 每 一 XX; 的 直径 不 超过 5。 此 
外 设 Yis ya s. ,ys 是 对 紧 空间 Y 的 6/2- 网 。 考虑 所 有 可 
能 的 函数 g(x) € M(X, Y) CEE X: 上 取 常 数值 y. 这 些 
函数 构成 对 8 的 有 限 -网 。 事 实 上 , 取 任 意 映 象 f€ 8。 对 任 
意 x€ X 和 任意 gG) 我 们 有 

p(f(%), g(x)) 

< p(f(z), Hx)) + eCe) glr) ` 

+ plg(xi), g(*)), 
rh r; 是 这 样 选择 的 使 得 <€ X. AEAEE x M xr 5 
于 同一 集 X;, 


p(fCx), EAE Z, o(g(z), g(xi)) = 0, 
由 此 
p(f(x), g(x)) < 了 + p(fCxi), g(xi)). 
我 们 选 g(x) 使 得 g(x;) = y, 满足 不 等 式 
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nE CAEDE Z. 


于 是 对 任意 x € X 
p(f(x), g(x)) < E, 

从 而 PCi, g) = supel C), g) < e. 
作为 完备 距离 空间 M(X, Y) 的 子 集 有 有 限 -W RURO 
是 紧 的 。 定 理 证 完 . 

空间 上 L,[0, 1] 内 紧 性 判别 法 设 +G) e L,[0, 1]. T 
Hara Eyi x(t) 的 定义 域 于 [0,1] 之 外 ,向 令 xz (z) = Ü 如 果 £ 在 
这 个 闭 区 间 之 外 。 那 么 对 数 轴 上 任意 区 间 [c,， 2] 积分 

| Da 和 | 112 

有 意义 。 


= (zG2)CL,[0, 1] 
DRR, ARN 人 和 有 用 人 
SEERA 


l. | ROIR ET 

2 j. lelt + h) — xo) | dt < e? 对 0 <) < le) 和 
kW R 80k Y. 

必要 性 。 条 件 1 的 必要 性 是 显然 的 。 现 在 来 证 明 条 件 2 
饿 满足 。 因 为 KK 为 紧 集 。 所 以 对 任意 8 > 0， 对 此 和 集 存 在 有 


限 一 -网 rile), CE) eta E. LAA Ls[0, 1] 内 每 一 
畏 数 依 平均 连续 ,所 以 对 任意 i 存在 6; 使 

1 g NP 

| IG +A) — Olde < (=) 


对 0 < < B, 令 5= min5;。 TE 
| f 8 P 
| |z; + b) — x (3) 1" d: < (=) 
0 3 


X 0 < < 8 和 对 所 有 i=1,2, -n 
取 任 意 函 数 x(z) EK. 存在 函数 x:(z) 使 


| O la < (EY. 
对 0<4<5 我 位 有 
( | 1zG+2) — dla 
和 (| lC +A) — z,G + Dita: | 
+(| [zz +A) — aC) |d P 
+( | OOla P 
< (| lC +A) — aC + la P + 2. 
但 | aCe + A) — SG + Aa 
一 | 1 — a la 
< ae) Aas < (EY. 


《在 此 我 们 利用 了 zG2 和 xi(z) 在 [0, 1] 外 为 零 )、 由 最 后 这 
两 个 不 等 式 可 得 
( | lz + h) — (Oltar F <e 


对 0 二 有 < 6, Tú BEIN2Z 10) 为 玉 内 任 一 函数 , 所 以 条 件 2 
的 必要 性 得 证 。 
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充分 性 ， 


我 们 有 


— l 


< 


我 们 旁 虑 平均 函数 
一 工作 ”or 


7 J, rrar| 
<a a (J Ol} 
CEP (lena) 


|z, + u) — xl 


ftuth I+ A 
1 | zx(zyar 一 | xz(ryar 
25] Jttu-h t— 


I+ r+ | 
w Xx(T + u)ar 一 | (rar| 
/一 1 一 办 


7 
< "a z + a) — zGo) [dz ` 

SGP eoor) 
Bieno} 


1 
P 


(3) 


(4) 


由 条 件 1 和 2 以 及 不 等 式 (3) 和 (4) 可 知 对 固定 的 上 函数 
族 {xi(r)} 对 xDe 天 一致 有 界 旦 等 度 连续 。 从 而 函数 族 
(z,()) 在 一 致 收敛 意义 下 是 紧 的 ,从 而 在 ” 靠 平 均 收 敛 意义 


下 也 是 如 此 ， 


在 为 一 方面 


| 1 F+À 
0 — (| < J. |” x) — x(r) lar 


E |zG) — rli + r)l|az 


< 人 Crop 
由 此 


| (|x) — x;(z)|° dt 
<1 j {| O — G + 7) lar}as 


2h 
1 h 1 
a= 1| Í | [z(z) — x(a + r)|’de}dr 
1 À 
<] JT = 8", 


这 是 因为 《由 条 件 2) | |x(: +r) 一 xD1?a < er, 如果 


iri < 8 的 话 .因此 驳 数 族 {xs(z)} 构 成 对 KK 的 s- 网 ,而且 因为 
这 个 -网 是 紧 的 ， 依 Hausdorff 定理 的 推论 集 天 自身 是 紧 
HJ. 
现在 我 们 再 介绍 L,[0, 1] 空间 内 集 的 两 个 共性 判别 法 ， 
但 不 加 证 明 ， 
定理 (A. H. KoumoropoB) 集 KCL,[0, 1] 是 紧 的 当 
PRŞ 
2) 对 任意 。 > 0 存在 5>0 使 
lx — zall < 8 
Jj h < 6 MAAR z(z) € K. 
”我 们 说 , 函数 族 M 一 {x(:)} 有 等 度 绝对 连续 范 数 ， 如 
果 对 每 一 8 > 0 存在 5>0 使 得 当 mesE < ó W 
|xC) Xa < e. 
(在 此 Xele) 是 可 测 集 互 的 特征 项 数 )，. 
定理 (M. A. KpacgocejpcKkuñ [16]) ix K A KCL;, 
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SB OLUREANA PERDE 
x = x(t), y = y(t), z= z(t), 0 < ;/ < 1 (5) 

给 定 的 曲线 的 全 体 {4}。， 式 中 re), ye, 和 z G) 是 参数 的 连 
续 函 数 。 假 如 给 定 两 个 曲线 冲 和 q, 把 它们 的 方程 写成 (5) 式 
的 形式 后 ， 我 们 使 这 两 个 曲线 上 具有 同一 参数 值 的 点 相互 对 
W. < 4 代表 在 这 两 个 曲线 间 的 对 应 点 之 间 的 距离 的 极 大 
值 . 数 d 依赖 于 曲线 的 参数 表示 的 选择 ,我 们 令 p(P,9) 代表 
对 所 有 可 能 的 参数 表示 所 对 应 的 数 4 的 FF 确 界 ， 

不 难 验 证 这 样 在 有 曲线 闻 51 和 人 内 距离 满足 距离 公理 。 XF 
得 出 的 空间 称 空间 Q. 这 个 空间 在 变 分 学 里 起 着 重要 的 作 
用 .可 以 证 明 8 是 完备 空间 ， 

定理 (Hilbert) 位 置 在 罕 间 的 有 限 部 分 县 其 长 度 全 你 有 有 
寞 的 可 求 长 曲线 的 全 体 KCO WRR. 

设 曲线 q € K 的 长 度 不 超过 7. 我 们 把 每 一 曲线 分 成 长 
度 相等 的 个 弧 并 用 线段 联结 这 些 分 片 。 这 样 我 们 就 得 出 折 


线 9,。 而 曲线 q 的 每 一 个 弧 所 对 应 的 折线 q, 的 边 长 不 超过 


二 。 这 样 一 个 弧 上 的 点 和 内 接 于 它 的 弦 一 -折线 4 的 边 


长 一 不 超过 一 。 在 4 和 9。 上 引入 这 样 参数 表示 ， 使 在 折 
线 q, 的 顶点 处 的 这 两 个 参数 表示 法 的 对 应 参数 值 都 是 形 如 
Å k=0,1, -n 的 数 ,并 且 使 当 + 通过 区 间 (2, 4) 
时 我 们 得 出 曲线 4 的 弧 和 折线 2, 的 对 应 边 。 对 应 于 同一 参 
数值 的 曲线 4 上 的 点 和 折线 4, 上 的 点 的 距离 不 超过 全。 从 
而 
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p(9;9o) < Z. 


因此 折线 2, ËJ 4Ë 及 。 构 成 对 天 的 W. 但 每 一 折线 由 它 


n+l 个 顶 扣 的 3( 十 1) 个 坐标 确定 。 依 定理 的 条 件 它们 
就 全 体 有 界 。 所 以 K, 是 紧 的 。 再 由 $1 定理 3 推论 1 知 K 
£. 
这 个 定理 被 用 来 证 明 测 地 线 的 存在 。 
具有 基 的 空间 的 紧 性 判别 法 ”为 使 具有 基 的 Banach ZZ 


s > 0 存在 下 标 m E Rall < e 对 n>n 和 天 内 任意 
xP, 
必要 性 ， 集 到 的 有 界 性 由 $1 定理 3 推论 3 可 知 。 我 们 
来 证 明 它 满足 第 二 条 件 | 
Ja dt— an > 0 并 构造 对 天 的 9 网 : (z lt. z y. AI 
任意 z€ K 可 定 x， 它 属于 玉 的 17- 网 且 |= — x, < n. R 
们 有 
[Rari = jz — Sarl] < lx — rll + ll; — Sz) 
< le — zll + ISe; — Sarl) + I| R,x; 
< (1 + ADi — zA + IR,zx;] 
< (1 + IAD + Roxie 
对 每 一 固定 z, R.,z— 0 对 s— co, AERE m E > 
no 时 Rael <n WL = 1,2,-:-. K, Wk 
| HRl < (2 + hAl 
x j B o 
Hann., 为 了 得 出 所 要 的 不 等 式 只 须 取 了 了 一 SLAT’ 
D 关于 算 子 5 和 及 可 参考 第 3 章 56 的 最 后 一 段 。 KATAT 4 也 见 第 3 
章 s6, 
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这 是 因为 nm 不 依赖 于 * 在 天 内 怎样 取 . 
充分 性 .我 们 证 明 当 定理 的 条 件 被 注 足 时 ,对 任意 e>0 
存在 对 天 的 有 限 s- 网 . 为 此 , 对 给 定 的 s, ZË ma E 上 Rx 一 


= 对 所 有 ze K. 于 是 我 们 考虑 集 Ku， 此 集 由 形 如 Sna» 


*€ K 的 元 所 组 成 。 这 个 Kn, 可 以 看 做 由 元 Pis D2s ° ° ° 5 Png 
定义 的 n 维 空间 E, CE 内 的 集 。 此 处 由 不 等 式 
is。 zl < A>. 

以 及 KK 的 有 界 性 知 玉 ， 有 界 , 由 此 它 也 是 紧 的 , 从 而 在 E, A 
存在 对 K。 的 有 限 一 -网 ， 但 这 个 网 显然 是 对 天 的 6- 网 ， 定 
理 证 完 . 

空间 I, 内 紧 性 判别 法 ”为 了 使 集 KC 为 紧 的 ， 必 须 

只 须 集 玉 有 界 且 对 任意 e Z 0 存在 m 仅 依赖 于 e, 使 


š |4|? <8? X n > TTo 和 对 任意 + = (Ë. 5 


€ K. 
如 二 我 们 注意 到 


- 
IR = > leey 
的 话 , 证 明 由 前 面 定理 立刻 得 出 . 
例 ， 在 ,空间 内 考虑 元 z= 8), 0 <s, <, B 


集 。 即 坐标 Hilbert 空间 内 基本 立方 体 。 由 前 述 判别 法 知道 
这 个 立方 体 是 紧 集 。 M. C. Vpscon 证 明了 每 一 可 分 距离 空 
间 总 同 胚 于 空间 !; 内 基本 立方 体 的 某 一 子 集 [321. 

有 限 维 性 与 紧 性 ”如 所 熟知 ， 在 # 维 欧 氏 空间 内 每 一 有 
TRIKE. 现在 我 们 来 证 明 有 界 集 的 紧 性 是 有 限 维 线 柱 赋 
范 空间 的 特征 性 质 。 
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Wasa 4 A E RER E E 的 子 空间 L 为 有 限 维 的 ， 


过 


"ape. Wp 维 的 . 2 LIS s 维 欧 氏 罕 间 
E n AT MC 工 一 对 一 地 且 丙 侧 连续 地 变换 成 有 乔 集 NC 
Es HANE E, 内 为 紧 的 ,所 以 M 在 工 内 也 为 紧 的 . 

充分 性 . 设 工 内 每 一 有 界 集 为 紧 集 .在 工 内 任 取 元 x, 使 
jx 中 = 1。 用 L, 代表 由 xi 所 产生 的 子 空间 。 如果 L = L, 
那么 定理 证 又， 如果 元 :不 与 世相 重合 , 那么 由 第 二 章 $3 5| 
理 知 在 工 内 存在 元 与 使 fel =1 B 


|z; 一 zll > =. 
用 工 ,代表 由 元 x, 和 x; 所 产生 的 子 空间 ,那么 存在 两 种 可 能 


HE, 或 者 L = L, 从 而 定理 证 毕 ， 或 者 L: ASLEA. 那么 
依 引 理 存在 xs 使 


|a |= 1, z — zll > Z, lz — al > = 
继续 这 个 程序 .那么 可 作 两 种 假定 .或 者 对 某 一 xz, L, 5L 
相 重 合 且 从 而 定理 证 毕 , 或 者 我 们 构造 了 一 个 无 穷 序列 {r} 
使 jz 中 一 工 且 jz,— mll > fm =s EBR m n, (B 
这 第 二 个 可 能 性 必须 排除 , 因为 它 是 说 存在 有 界 (el = 1) 
EE Cles 一 trall > > 对 n> m) 集 ， 而 这 与 定理 的 条 件 相 


FE. 

REEL. Ye6nuwue HANAB ARAR kE zB ë; 
对 函数 作 最 佳 逼 近 的 问题 。 遵照 这 里 所 采取 的 这 个 术语 来 研 
究 空 间 C, Laps L SESI RE , 


1) 我 们 定义 过 复 空间 Lap 我 们 在 这 里 将 讨论 实 Lo，* 它 可 以 同样 地 定义 ， 


+ 736 。 


我 们 来 考虑 对 赋 范 空间 的 任 一 元 * 用 有 限 个 线性 无 关 
JÚ Xis za Xn € E 的 线性 组 合作 最 佳 通 近 的 问题 。 可 以 证 
PEE EE EROL. 


WA A, © tts Aa) 
= |e — ix, 一 xs 一 … — 2¿,x,|| 一 co。 
我 们 有 x 
plis das `° Aa) 2 hati + hr Heee + 1,=,| — Ixl. 
考虑 参数 1. dzs -- - , 1, 的 另 一 连续 函数 
gh, Às `` "`, 1,) = Air, + hx + ee + 1,x,|l. 
在 + 维 欧 氏 空间 的 球 


> =l 
一 1 


(这 是 一 个 自 紧 集 ) 上 ,此 函数 达到 极 小 值 p, 而 它 大 于 零 ， 这 
是 因 元 zo zas "> z, 线性 无 关 。 设 给 定 任意 的 《> 0。 若 


PLE 1i > Q + jz， 


— lll 


WA POs tasts) > |X i 
i=] 


-|| 
j=1 ¿=1 >u 
> |È ta- >+ 


引 理 证 毕 ， 
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定理 TERN 240 。 1, `... 19) g 
ph Aas =t 1,) = iz — lity — hry — -** — Anën 

对 1, we A 1, = 19, . , 1, = 19 有 最 小 什 

定理 的 结论 是 显然 的 ,如 果 * 线性 相关 于 ti tarn, 
为 此 我 们 设 * 不 含 于 由 元 xi ttt z, 所 产生 的 于 空间 ， 
首先 pis 212， …，1) 是 它 的 变量 的 连续 函数 ,而 这 可 由 下 
述 不 等 式 得 出 : 

lps Azs etta An) 一 p(t, Hs `` "o Ea) | 


- |l - È rell- le- $ erl 


< | > Q; 一 pp) 好 | < > |à; — e; | llel 


< max |2; — pl > I|x=;|l. 
由 引 理 p(， 1, … ,4,) 之 jxl 在 某 一 球 
>: 12 =< 2 


之 外 成 立 。 因 为 这 个 球 是 自 紧 的 ,所 以 PQs 43，*… ,4,) 作 
AER BE CHIA — s (0. 2, ee 429) 达到 最 小 值 
v, B >< o0, 0, +, 0) 一 Jel. 所 以 > 是 函数 pa, 
Aas `` `, àn) 在 点 Ais ¿,, ` `, Àn 的 整个 空间 上 的 s J Ë. 
定理 证 完 . 
给 出 元 * 的 最 佳 逼 近 的 线性 组 合 
Lr + 219, + + + 19, 


一 般 不 是 唯一 的 。 为 了 得 出 逼近 式 》) 4ix; 的 唯一 性 。 必须 


1) 即 是 说 ,在 由 xiy 2290y Xy 所 产生 的 有 限 维 空间 中 存在 元 最 接近 于 x, 
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附加 条 件 , 例如 在 空间 C10, 1] 内 :考虑 满足 所 谓 de6bmuee 


条件 的 函数 系 。 然 而 可 以 指出 某 些 空间 ， 在 其 内 最 佳 逼近 是 


唯一 被 确定 的 . 


lz + y|] = lel + iyl 仅 对 y= az 成 立 ,其 中 a > 0, 现 在 
AREER, ERMAS 5k EE B rE — ME. 事实 上 ,大 


n n 
存在 两 个 线性 组 合 > urn 和 之 ，mxi; 使 得 
£ =1 i=l 
x 一 `> hiti x 一 >, iz, 
£=1 £ =1 . 
Xx 一 > À;x; 
| £=1 


r — Dy 2 E s, 
i=1 


= d, 


>0, Bp 


AH d = min 


n 

x 一 > Ait; 
t=1 
n 

Y 一 ` pix 
i=l 


2 2 


< ÍL 
2 


L 1 
2 


但 因 *— J, n >d, 
i=1 | 

Br) r= Jy EE z, =d, 
£=1 

Amo. 


n 
À; + z; 
r— >, 2 “ 
¿=1 


- e=) 
+ 让 -加 
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再 由 空间 的 狭义 赋 范 性 
x — > pi = a fe — ua. 


如 果 a= 1， 那 么 zx 将 是 元 z. t etto z, 的 线性 组 合 ,， 而 
依 假设 这 是 被 排斥 的 。 因 此 cc = 1. 于 是 


> (2; -— Hi) xi = 0, 
EH Kis Xas ° * ° Xa 的 线性 无 关 狂 可 得 


l: = u, 1=1,2, -+n 
这 就 是 所 要 证 明 的 ， 
Ls[0, 1] 和 六 请 > 1 可 作为 狭义 赋 范 空间 的 例子 ， 空 
闻 CLO, 1] 不 是 狭义 赋 范 的 , 为 了 证 实 这 一 点 , 只 须 考虑 两 
个 非 负 线性 无 关 函 数 x(z) 和 yee C[0, 1] 而 在 区 间 [0,1] 
的 同一 点 有 极 大 值 。 对 这 样 函数 显然 有 
le + yl = llel + Ily] 
但 y = az, 读者 可 以 验证 L[0, 1] 和 ! 也 不 是 狭义 赋 范 空 
i. 
BRE 下 述 定理 是 非常 重要 的 ， 而 且 在 泛 函 分 析 的 应 
”用 上 经 常 要 用 到 . 


ERTA iR89 TESHY, 这 个 空间 在 算 子 的 按 点 收 
伍 意 义 下 是 完备 的 ， 因 为 对 线性 泛 函 来 说 ， 弱 收 伍 与 按 氮 收 
伍 的 概念 重合 ， 所 以 线性 泛 函 空间 E* 在 弱 收 敛 意义 下 是 宛 


1) 这 个 一 般 称 为 Banach-Alaoglu 的 重要 定理 ,并 注意 及 的 可 分 人 性 的 假设 是 
不 必要 的 .这 定理 可 简 述 成 : 共 罗 空 间 单 位 球 是 弱 * 自 玖 的 。 一 一 译 者 注 
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备 的 ,因此 只 须 证 明 , 每 一 个 具有 界 范 数 的 线性 泛 冰 序列 (fa) 
总 含有 一 个 弱 自 收 化 的 子 序列 ， 不 失 一 般 性 可 设 上 f,l| < 1, 
设 xi xz，……，xo 是 巨 内 可 数 稠密 集 。 因 为 

| |f,Cx)) ,zl < xll, 
所 以 tf,(x1)} 为 有 界 数列 .因此 它 含 有 一 个 收 敏 子 序 列 

DERT fari) "” ”5 Js0( x.) ° ° ° 
我 们 来 考虑 泛 函 序列 (fe). 
”因为 
fo Cx) | < Tell, 
所 以 old) 为 有 界 数列 、 因 此 由 它 可 选 出 一 个 收 合子 序 
列 
fatar) fax), `... fa (z), ° `. 

辐 理 可 以 构造 泛 函 序列 aO) 在 z 收敛 ， KARI., 这 时 必 
须 注意 ,后 面 的 每 一 子 序列 都 是 它 前 面 的 序列 的 一 部 分 ,因而 
它 也 在 前 面 序 列 收敛 的 每 一 点 上 收 伍 。 

构造 《对 角 线 序列 》: 

/ fet, fns +°, 如 ， ... 

不 难看 出 ， 这 个 子 序列 对 我 们 所 考虑 的 可 数 称 密 子 集 的 每 一 
元 xm 都 收敛 。 事实 上 ， 只 须 注意 Fen, famio, e 是 序列 
{fn} 的 子 序列 ,而 它 依 构造 对 z, 收敛 .因此 整个 序列 {fo} 
在 xm 收敛 ， 

因为 泛 函 序列 (fe) 的 范 数 有 界 而 且 在 互 内 稠密 的 集 
{ris tz "Xn9“"*》 上 收 化 ,所 以 依 第 IV 章 $2 定理 2 知 
序列 if} 弱 收 敛 ， 定理 证 完 ， 

推论 ”在 空间 ip 及 Lp[0,1] Q> 1) 内 每 一 球 是 弱 紧 
BJ. 

这 是 因为 l= I, Ll0, 1] = L7[0, 1], B. ¿ K 


Ll0, 11 可 分 ， 
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$3 空间 C[0, 1] 的 万 有 性 


在 1923 年 苏联 数学 家 Il. C，、yYpplcog 证 明了 , 存在 《万 
有 》 可 分 距离 空间 , 即 是 说 ,这 样 一 个 空间 , 它 含 有 子 集 等 距 于 
任 一 可 分 距离 空间 。 过 不 久 ， 波 兰 数 学 家 S. Banach 和 S. 
Mazur 证 明了 万 有 空间 之 一 是 空间 C[0, 11. 

Banach 和 Mazur 定理 的 证 明 用 到 共 罗 空间 的 弱 紧 性 ， 

定理 1 SBS ME B SEEMS cl, 
OTe fl. 

设 S 是 空间 E* 的 单位 球 ASL 而 且 在 $ 内 收敛 为 
线性 泛 函 的 弱 收 剑 ， 由 $2 定理 5 知 5 为 自 紧 集 ， 设 as 
car. … 是 空间 E 内 单位 球 lx <1 有 
HERA fe S < f) = p, |El S1, k= 1,2, - 
£ Ín wy fo (f, fa € S), 那么 +ë = fn Cag) ACO Š se. | 


因此 ,对 每 一 f € S 有 空间 S 的 元 y = {6k} (ë, = jax)) 与 
之 对 应 ,而 且 f, —h AR 2 B] s 的 对 应 元 的 收敛, 即 yayo. 


设 祥 是 空间 S 中 与 泛 函 j《 S 对 应 的 元 。 那 么 NN 是 自 紧 集 的 
连续 象 ,从 而 也 是 自 紧 集 。 反 之, 也 不 难看 出 , 映 象 N 到 5s E 
的 映 象 也 是 连续 的 ， 事 实 上 , 令 fa) = pCa), k=l, 2, 
对 任意 x€E E, lei <1, Æ ar 使 jx — arl <e. TPE 

f(x) — p(z)| < |f(x — ar) | + |f(a, D — plar) l 

| + |p(z — ak) | < 2e, 

从 和 而 由 于 8 是 任意 的 ;1(x) = pG), W 了 一 ç. 

Jes, f,(a,) > folar) 8 一 1， 2, 那么 由 泛 函 的 范 
数 的 有 界 性 (fi, 上 fi < 1) 可 得 fa — f. 这 就 证 明了 对 应 


SN 的 一 对 一 以 及 两 侧 连 续 性 . 


. 242 0 


依 $ 1 定理 6，N 作 为 距离 空间 自 紧 集 是 Cantor 完全 集 
P 的 连续 象 。 因此 , 对 每 一 1€ P, AEA f, € 5 与 之 对 应 ,而 
且 所 有 与 5 重合 ,; 此 外 对 t>: 有 ff, 


任 取 一 元 x € E。 依 泛 函 弱 收 人 纹 定 义 
f(x) f(x) 对 >r 

HEE xr, f) 从 而 是 tE P, 的 连续 函数 ,我 们 把 它 记 作 

PC) = f; Cx). (1) 
RRA px(z) EEP, 上, 我 们 再 在 Cantor 集 的 余 区 间 上 定 
义 它 为 线性 的 且 连 续 的 。 这 样 我 们 就 得 出 一 个 定义 在 [0, 1] 
上 的 连续 函数 ,从 而 含 于 C[0,1]. W CL0, 1] 内 范 数 的 定义 
我 们 有 

llo, = max. PEOIP 


由 于 gp: 在 PB 的 余 区 间 上 是 线性 的 ,所 以 po 在 [0, 1 的 
极 大 值 与 px(a Æ P, 的 极 大 值 一 致 。 因 此 
lele = max pC. 
在 另 一 方面 ,对 ze P, 由 (1) 我 们 有 
CEO = | f, (<) | < ISA) Illl < lællzs 


从 而 x 

| max| p(t) | < xlls. (2) 

此 外 ,对 给 定 的 x 可 以 构造 泛 函 刀具 有 范 数 为 一 , 且 
f(x) = lele. 
因为 h€ 5, 所 以 存在 EP, 使 
fi = fo. 

由 此 : f, G) = lelle 
BH p. (z) = | xlz， 
因此 max| p(t) | > ||xlls | (3) 
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”由 (2) 和 (3) 可 得 
|p. lÍ = max| pC) | = ||=llz. (4) 

BAAR p:( 的 构造 可 知 若 z. € E 对 应 p. G) B. x; € 
E 对 应 p. G), 那么 x, + x, 对 应 px(2) + Phn), B. 2: 对 
应 4qp:(z)。 因此 我 们 得 出 一 同 构 映 象 映射 空间 E 于 C[0, 1] 
的 一 个 子 集 。 由 同 构 柱 可 知 z, 一 x; 对 应 qx.(7) 一 x(t) ,再 
由 公式 (4) 可 得 

ll, — x,||z = lpr — Pz llc 

这 就 是 说 , SHEA C[0, 11 的 评分 上 的 这 个 对 应 不 仅 是 同 
构 而 且 是 等 距 ， 

定理 完全 证 毕 . 

定理 2 Ceh) G ERTAZNX SEFA 
分 B 型 空间 的 一 部 分 ， 


I M = {ros Yis T23" "9 Fns” .) R: 2 jBJ X 的 可 数 稠 密 
集 ， 对 空间 的 每 一 元 E X 使 空间 mm 的 点 y= In) 与 之 对 
应 , 式 中 
N; = p(x, x;) — o( xos x; ) r= 1,2, 3,- ° 
由 三 角 公 理 
EA = [p(x, x;) — pL xo, x)| < p(X, Xo)» 
所 以 {m4} 为 有 界 序列 , 即 y 882022 8] m BD 5 , 
今 设 对 XX 的 元 x* 和 x 依 我 们 的 上 映 象 使 避 的 元 y = {a} 
和 yy = {mi} 与 之 对 应 。 我 们 有 | 
ly — y| = supla; — w! 
== supi [p(x, x;) -一 p( xo; x;)] — [o (z, x; ) — p(xo， x;)]| 
= supl olr, x;) — pG, zi) | < p(x, x’). (5) 
今 设 8 为 任意 小 于 p(x, x') 的 正 数 。 存在 可 数 稠密 集 


e 244 o 


MEJA z, Ë ole, x) < 二 .从 而 
PCX, Xn) Z p(x’, z) 一 p(x, Xn) 
> plr, x) _ > 0, 
因此 
| — nal = |o(z,, z) — plx,, z')| 


; 8 
> p(z', xn) 一 > 
, £ 8 
> p(x, x') 一 > 
= p(x, x) — E. 
由 此 ly — yll > eÇ, z") — e. 《6) 
因为 >0 是 任意 的 ,所 以 由 (6) 有 
ly 一 yl Z plr, x’). (7) 
比较 (5 ) 和 (7) 可 得 x 
ly — y| = p(x, x). (8) 
这 就 是 说 和 内 点 x 和 x* 的 距离 等 于 关内 对 应 点 ?和 7 的 
距离 ， 因 而 空间 头等 距 于 空间 思 的 一 个 部 分 工 。 显 然 空间 严 
的 这 个 部 分 是 可 分 的 ， 
令 忆 代表 空间 思 内 由 集 工 所 产生 的 子 空间 。 那 么 瑟 是 某 
一 可 分 B 型 空间 .XX 等 距 于 这 个 空间 的 一 部 分 。 定 理 证 完 . 
定理 3 (Banach-Mazur) 每 一 距离 可 分 空间 等 中 于 空间 
cio, 11 的 一 个 部 分 . 
证 明 由 定理 1 和 2 立刻 得 出 ， 
在 结束 本 节 之 前 ,我 们 再 提 一 下 空间 C[0, 1] 在 另外 意 
义 下 的 万 有 性 质 .。.M. F. Kpeia 联系 到 和 窍 量 理论 的 某 些 问题 
和 线性 积分 方程 的 理论 在 Banach 空间 内 构造 了 锥 体 的 理 
论 。 
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空间 E 的 锥 是 指 闭 凸 集 & CE 具有 下 述 性 质 : # x€ K, 
(x 天 0) 那 么 对 12 关 0 有 Mx6E 天 且 对 14 二 0 有 rek, XÉ 
z, YEK, PA x= 十 》E 天 。 锥 称 为 正规 的 ,如 果 对 任 两 元 z, 
y€ K RA lirl = liy = 1, BZ 
e+ yil >ð, 

式 中 6 为 一 固定 正 数 。 例如 空间 CL[0, 11 内 非 负 函数 的 全 
体 就 构成 一 个 正规 锥 ， 我们 有 下 述 定理 成 立 . 

(M. T. r Kpn [I7 AK ATIA ZR ENEA 


> ù o 0 °. 
° ù ù Ò e u ù O o y o G > 9 ‘+H 


°° ù ù G ` y e y Ò > + . 


PEAS, HAR C[0,1] 换 成 空间 cl0) 后 有 类 
似 定理 成 立 , 其 中 CO) 为 基 一 和 紧 拓扑 空间 8 上 连续 涡 数 空 
Hl. 
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第 六 章 全 连续 算 子 
1 全 连续 鼻子 


定义 “定义 在 线性 典范 空间 E, 内 而 值 域 在 线性 赋 范 Z 
间 E, 内 的 线性 算 子 4 称 为 全 连续 的 , 如 果 它 把 空间 E, 内 每 
-ARRETAN E, KER. 

显然 , 每 一 全 连续 算 子 是 有 界 的 ， 此 外 , 由 第 五 章 $1 定 
理 7 每 一 线性 有 界 算 子 4 把 紧 集 映 于 紧 集 ， 全 连续 性 一 般 说 
来 更 强 于 简单 连续 性 ， 例 如 在 无 穷 维 空间 E 内 单位 算 子 不 是 
全 连续 的 ,因为 它 映 单位 球 于 其 自身 ,但 它 不 紧 . 

H. 设 E. = E, = C[0,1] H 


Az = y(t) = | KG, ryz )ds, ` 


RP K(1,s) 为 在 正方 形 0<1，s < 1 内 的 连续 核 。 我 们 来 
证 明 算 子 4 全 连续 , w {x(z)} 为 CI10，1] KERR, llel 
=< z. TAA > AA 


y(t) = | K(t,s)x(s)ds 
是 一 致 有 界 的 ,如果 r0) 是 给 定 的 有 界 集 中 的 函数 的 话 。 事 
ZEE K= |KG, s)| 那么 IOl] < Kr。 此 外 函数 


y(#) 也 是 等 度 连续 的 ， 事 实 上 , 任 给 6 > 0， 由 于 核 K G, 
的 一 致 连续 性 ,存在 这 样 5 > 0 使 得 


TO K(zs$)| < 一 
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对 | — | < ó 和 任意 s E10,1] 成 立 。 由 此 当 |z erl 
< ó 时 ， 
IEDC < | IKG) — KG) l(a < E 


对 此 集 的 所 有 函数 yGO 成 立 , 即 yG) FREER. 

由 Arzdi ERAH OUO 在 空间 CoO, 1] 的 距离 
意义 下 为 紧 集 , 故 4 为 全 连续 算 子 ， 

SIE EFN {+a} 弱 收 敛 于 zx 且 此 序列 为 紧 的 ， 那 么 


t 学 ë ` °. 


如 果 不 然 ， 存在 go > Ü 和 一 个 无 者 增 序 列 的 下 标 fis "as 
° ° 5fks] ° 使 
|z, — xol| 之 Ege 


因为 序列 lz, 紧 : 所 以 它 含 某 一 子 序列 4x4;;} 强 收 敛 于 某 
一 元 Uo. 从 而 更 有 X nj Otto, 但 同时 又 有 Ti WXo, 所 以 Wo 


一 方面 我 们 有 
||,,, — xoll 之 go， 
而 在 男 一 方面 x 
x; — tol — 0. 
由 此 矛盾 证 明了 引 理 。 
定理 1 全 连续 算 子 4 映 强 收银 序 列 于 强 收 仇 序列 
设 序 列 ir) 弱 收 化 于 zx， 那么 这 个 序列 的 元 的 范 数 有 
FR. de) 作为 有 界 序列 ,所 以 算 子 4 映 此 序列 为 紧 序 列 {y,}， 
其 中 y, = Ar, 但 在 男 一 方面 依 第 四 章 $54 定理 6， 
Yn = Axw Ax = Yos 
再 依 引 理 y,— yo EHEZ. 
设 4 为 映 无 穷 维 Banach 空间 EE | 
再 设 B 为 任 一 线性 有 界 算 子 作用 于 同一 空间 。 于 是 AB 
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DRAT | <“. 


os = - 


JU Shi am a w 


BA 为 全 连续 算 子 ， 

事实 上 ,3 把 有 界 集 M CE 映 于 有 界 集 BM). TEŽ 
由 算 子 4 映 于 紧 集 4CB(M))， 从 而 算 子 AB 映 任 一 有 界 集 
为 紧 集 ,因此 是 全 连续 的 ， 

同 理 可 证 算 子 B À AEH, 

因为 单位 算 子 不 是 全 连续 的 ， 由 此 可 知 全 连续 算 子 4 不 
具有 有 界 逆 算 于 A". 

最 后 , 若 算 子 4,B 全 连续 , 那么 cd + 8B 也 为 全 连续 
ST. 


.° è è> s S 7 © g > E č %9”! 5 ë S ë G °. 


4 也 全 连续 . 
我 们 要 证 明 ATË E, 的 每 一 有 界 集 英 于 空间 五 ,的 基 集 . 
设 M 为 空间 E, 有 界 集 且 r 为 某 一 常数 使 得 ||z= || < ”对 
任 一 x€ M, HAE € > 0 存在 zx 使 得 


lAa, — A| 一 =£, 


令 4(M) =K HS A,(M)= N. TEN ENK H e- 网 
事实 上 , 任 取 ye K. Wey 取 其 任 一 原 象 *《 M 且 令 p= 
A,zx EN。 我 们 有 

ly — yol = lAr — Anel < I4 — A, Í| < — 


= £. 
在 另 一 方面 ,由 A,, 的 全 连续 性 及 集 M 的 有 界 性 知 N 为 紧 集 . 
这 样 对 任意 。 > 0 NIK SE -网 ,从 而 是 紧 的 ， 这 就 证 明了 
算 子 4 映 任 一 有 界 集 于 紧 集 ,从 而 全 连续 .定理 证 毕 . 
B. W E: = E, = Ld 0,1]. ERF 
Ax = y(¿) = j K(¿,s)z( 8 )ds 
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对 核 KG, s) 满足 
| | Ki(1,s)dtds < + oo 
WE EE 65. 
先 设 KG.) 为 连续 核 。 设 M 为 L,[0,1] 内 有 界 集 且 
| (Od: < r? 
对 所 有 x(z) € M. ZBRKE 
S (= | KE x € M. 


我 们 可 证 函数 y(?) 一 致 有 界 且 等 度 连续 。 由 此 就 可 得 出 
集 {y(z)} 在 一 致 收敛 意义 下 的 紧 性 ,从 而 依 乎 方 平 均 收敛 的 
RHE. 
我 们 有 
|yG)] 一 | | K(1,s)x(s)ds| 
< (| Ki(1 Da) (| x’ (Va) < Kr, 

APK =P KU, 2]. 由 此 得 出 集 VO) 的 一 致 有 界 
性 。 此 外 | | 

yG) — yD < (F IKC) — KG) Pas). 

x ( | OTAJ < ë 


对 |, — ,| < 5, 式 中 5 是 这 样 选择 的 使 得 对 |; — ;,| <ë 
时 | 


[KC s) — K(#1,5)| < 二 


估 值 式 |y(z,) 一 y(z;)] < s RRRA z 2a Œ [0,1] Wir EU 
KAZA yG)€ M 的 选择 ,所 以 函数 yG) SEER. 
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因此 ,在 连续 核 的 情形 下 算 子 4 全 连续 。 
设 KG, s) 为 任 一 在 正方 形 0<;, < 1 上 平方 可 积分 
WAR. BERRE {K,(:,s)} kša KG), BI 


|. | {K(z,s) — Kios) dtds > 0 % n>, 


令 A, = | K.G, ro)ds. 
我 们 有 


láz — Aal =} | | | KG, Dz); 
= | Kras zY 
= {| || EG — KC) 
X x(e)ds Jal 
I| ECG) — K.G, ya 
TEDD 


= [f KG — Kass) deds} lal. 


/N 


从 而 
[4 一 4l < | | | (K(1,s) — Klt, ) yards], 


由 此 可 知 当 ?一 co 时 上 4 一 4 省 一 0。 因 为 所 有 A, 全 连续 ， 
依 上 面 证 有 明 的 定理 4 也 全 连续 
注 。 接 点 收 得 全 连续 算 子 序列 《4。} 的 极限 可 能 不 是 全 
连续 的 。 事实 上 在 具有 基 {e;} 的 无 穷 维 Banach 空间 中 洲 外 
由 等 式 I I 
Sat = > bic: 对 x = 2, S;ei 


t=] 
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给 定 的 算 子 5,。 ATS, ETEA ZHE, 所 以 全 过 
£. 对 7 一 oo 算 子 序列 {5,} 按 点 收敛 于 单位 算 子 ， 而 它 不 
是 全 连续 的 。 

定理 3 ”全 连续 4 的 什 域 可 分 . 


事实 上 , 设 集 KK, 是 球 lel <s 的 像 因为 4 全 连续 ,所 
以 K, 为 紧 集 ， 从 而 为 可 分 集 ( 见 第 五 章 $1 推论 2). < T, 


为 在 K, 向 密 的 可 数 集 。 由 于 算 子 4 的 值 域 是 K = U K,» 


所 以 了 = Ü T, 是 可 数 集 在 天 内 稠密 。 这 就 证 明了 所 要 定 


理 。 
定理 4 #AE E, 于 E, 内 的 全 连续 外 了， 那么 映 


Ey F Eš 内 的 4 093t3538 + 4" BRER. 
只 须 证 明 空间 EZ 内 的 单位 球 SE 的 像 4*(53) 为 紧 集 . 

考虑 空间 E, 内 闭 单位 球 的 像 4(5.)， 因 为 4 是 全 连续 
的 ,所 以 4(5:) 为 紧 集 。 我 们 在 这 个 集 上 来 讨论 属于 SF 的 
线性 泛 函 。 若 JESF, yed), WBA 

FOD! < MA = AA < Ae < l, 
这 是 因为 |l <1 且 |+] < 1. Mim 光 内 泛 函 在 集 ACS) 
E-RAR. 此 外 ,对 y. y. € ACS), f€ S$ 


WO) — HOD = Or — y < lly 
— yll < lly — yll. 

由 此 可 知 Sy AERE ACS) 等 度 连 续 。 所 以 由 推广 Arzelá 
定理 1 第 五 章 $ 2 定理 2) 可 知 集 S E ACS; ) 上 一 致 收敛 意 
X F XJ 3 SE. 

现在 考虑 任 一 序列 {4*j,}CA*(Sy)。 因为 集 $y Z , Bh 
以 由 序列 {fs。} 可 选 子 序列 dfa) 在 集 AG.) 上 一 致 收敛 . 
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,uP [fr (Az) — fa Ax) — 0 
对 n; n; — oo, (H 
SIP [fa Ax) — f(Ax)| = sup | 4*(/,, — fn)x| 
= ||A*f,, — A*fal. 
因此 序列 《4*f,,} 依 空间 E? 内 范 数 收 化， 这 就 证 明了 
4"(5y) 的 紧 性 . 
用 有 限 维 算 子 逼近 具有 基 的 Banach 空间 内 的 全 连续 算 
子 考虑 映射 具有 基 的 Banah 空间 E 于 其 自身 内 的 全 连续 
ATA. 令 4 代 表 这 个 空间 的 单位 球 5, 且 令 天 代表 形式 如 》 
= Ax, x€ S 的 元 的 全 体 . x 
因为 4 全 连续 ,所 以 天 为 紧 集 ， 于 是 依 第 五 章 $ 2 定理 3 
可 知 对 任意 8>0 可 定 下 标 n= nle) 使 得 上 R,yl 二 8 对 
所 有 y € K. 
固定 这 个 可 得 
Ax = y = S,y + Ray = S,( Az) + R,( Az) 
== A,x + 4x. 
AP 4, 和 4; 显然 为 线性 算 子 。 这 时 令 


y = > WiCis 
i=] 
我 们 有 
Ax = S, y = > UER. 
i=) 


由 此 可 见 算 子 A, DARRER EEr Ar 属于 由 
基 的 元 eis e"> en 定义 的 有 限 维 子 空间 ， 
此 外 


sup || 4 || = sup Ray < e, 
x ç £ YE 


由 此 可 得 
lall < e. 
因此 我 们 把 全 连续 算 子 4 分 解 为 两 个 算 子 的 和 ， 其 中 之 
一 为 有 限 维 的 ， 而 另 一 个 的 范 数 不 超过 指定 的 任意 小 的 数 ， 
所 以 我 们 有 时 也 说 ， 在 具有 基 的 空间 内 的 全 连续 算 子 几乎 是 
有 限 维 的 ， 


$ 2 具有 全 连续 算 子 的 线性 方程 


我 们 将 在 本 节 讨 论 具有 全 连续 算 子 的 线性 方程 。 F. 
Riez 曾经 指出 ,对 这 样 的 算 子 方程 ，Fredholm 线性 程 分 方程 
的 主要 结果 均 适用 . . 

两 个 引 理 设 4 为 也 Banach 空间 E 于 其 自身 的 全 连续 
EF. 我们 来 考虑 算 子 方程 

Ax — x = y (1) 
或 Tx = y, (1”) 
式 中 T 一 4 一 1。 随同 方程 (1) 我 们 也 考虑 算 子 方程 

44j 一 了 一 8 (2) 


或 了 = f.» (2') 
AH 4” 为 ABJ3E5 T fE FI F2= [al E*. RANER A* 也 
是 全 连续 算 子 . 


引 理 1 设 N 为 算 于 了 的 零 空间 ,即使 得 Tz 一 0 的 所 

设 M 为 N 的 任 一 有 界 子 集 。 对 任 一 +E N 我 们 有 4x 一 x， 
即 是 说 算 子 4 使 子 空间 NN 的 元 不 变 ,特别 是 , 它 映 某 M 于 其 自 
身 . 在 另 一 方面 ， 作 为 全 连续 算 子 的 4 也 映 必 于 紧 集 ， 从 而 
每 一 有 界 集 M CN 为 紧 集 ,由 此 依 第 五 章 $2 定理 4 可知 子 空 
IN 为 有 限 维 的 。 
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注 ， 子 空间 N 的 元 是 算 子 4 对 应 于 本 征 值 xs —1 的 本 征 
元 如 果 把 1 换 成 另 一 个 异 于 零 的 本 征 值 的 话 定理 的 叙述 及 
其 证 明 仍然 有 效 . 此 我们 证 明了 对 应 于 同一 本 征 舍 ,, 全 


+ ù S Ü 


5 理 2 设 L = Ey TEHLETRH y = Áx 一 
+ 的 ye E DRE PALATE — — 

L 为 线性 流 形 是 显然 的 。 为 此 只 须 证 蕊 为 财 集 . 

首先 证 明 , 存 在 仅 依赖 于 4 的 常数 &, 使 得 每 当 方 程 


Tx = y (1’) 
可 解 时 ,那么 至 少 它 的 解 之 一 满足 不 等 式 
lz < ellyll. (3) 


设 x 为 方程 (1') 的 一 个 解 。 那 么 这 个 方程 的 任 一 个 男 外 
的 解 将 是 
x = x, + z 
Tx == 0 (1*) 
RNA BRA 
gp (z) = lizxo + z|! 
E-I F 8 PR 62812 PB. Q 


a == infp(z), 
且 令 {zs}CN 为 一 极 小 化 序列 , 即 
p(z,) = lizo + zal >a. (4) 
序列 {leo + zD 因 其 有 极限 所 以 有 界 。 但 这 时 序列 { 划 zw 
1,48 52 ,因为 
lenll = [Cen + x0) — roll < |z, + xoll + lleol]. 


这 样 ，{z,} 是 有 限 维 空间 内 有 界 序列 ， 从 而 可 由 它 选 取 
收敛 子 序列 。 为 了 简写 记号 不 妨 设 z zo TE 
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PCan) 一 p( z) . (5) 
HH (4) 和 (5) 可 得 

p(z0) = ||x; + zol = e. 
从 而 在 方程 (1 ) 可 解 的 情形 下 , 它 常 有 解 

£ = x, 十 z 
具有 极 小 范 数 . 
现在 证 明 对 这 个 元 有 不 等 式 (3) RY. RTA ER 
bl 

并 设 这 个 商 无 界 。 那 么 存在 序列 y, 和 x。 使 


EA 


jy 
217， 显然 对 应 极 小 解 4%,、 所 以 不 失 一 般 性 可 设 |z,] = 


l. 于 是 lyd ~> 0。 因 为 序列 (Z, 有 界 , 而 且 算 子 4 全 连续 ， . 


所 以 序列 (4x,} 紧 ;从 而 含 收 纹 子 序列 。 我 们 仍 可 设 
x Az, 一 Z. (6) 

但 是 因为 

Xa = Ax, — Yn» 

我 们 有 Z, — Zo, 

从 而 Az, > Ax. (7) 

H (6) 和 (7) 可 得 

| AX, = Xo, 
即 z € N. BERRE z, 的 范 数 的 极 小 性 ,我们 有 
|z, — Zl > |=, = 1, 
而 与 {x,} 收敛 于 z FJA. 


因此 A 有 界 , 若 令 
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| 


| 


Mi 


a 


0 = sup 


那么 就 得 出 所 机 的 不 等 式 ， 
今 设 给 定 序列 {y CL 收敛 于 yo 如 果 必 要 可 以 考虑 
子 序 列 ,因而 可 设 


l 
[ya — vol < -ir> 


1 
2” 


由 此 ys Yall < 


令 和 代表 方程 Tx = y, 的 极 小 解 , 且 令 xan 一 1,2,… 代 
表 方 程 | 
Tz = ynr+ — Ys 

的 极 小 解 。 于 是 


leall < alyan — yall < = 


2°” 
由 此 不 等 式 可 知 级 数 D) =, ek, BE z 为 此 级 数 的 和 时 ， 
那么 | 


T? = T| lim > x, |= lm >` Tr; 
| ” k= ” k=0 
= lim Ë + > (yt 一 yk) | 
k=l 


= lim Ynti = Yos 
这 就 证 明了 x, € L 引 理 完全 证 明 . 


须 fy) 一 0 对 满怀 — 
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A*f— 1 一 0 
必要 性 。 设 方程 
| Ax — zx = y 
可 解 ， 即 对 某 一 zk 五 y 可 表 为 y 一 Az — r 的 形式 . tE 
取 线 性 泛 函 /使 
4 一 了 一 0， 
Bh Z, | 
x fO) = f(Axo — xo) = J( Ax.) — f(x0) 
= A*I) — f(x0) = (A*f — ro = 0. 
所 以 定理 的 条 件 是 必要 的 . 

充分 性 。 我 们 证 明 寿 定理 的 条 件 被 满足 ， 郡 么 蕴含 关系 
y EL 一 了 T(E) 成 立 , 假如 不 然 , 即 设 yEL。 因 为 工 闭 , 那么 
y 与 工 的 距离 4 0。 从 而 依 Hahn-Banach 定理 的 推论 ,和 存 
EREZA fE f(y) = 1 和 f(z) 一 0 对 所 有 z€ L. É 
后 这 个 等 式 是 说 

hl(Ax— x) = (A*h — h)x = 0 
对 所 有 T€ E, REH 
A"h — h = 0. 
这 样 就 导致 矛盾 ,因为 在 一 方面 依 构 造 f(y) = 1， 而 在 另 一 
方面 依 条 件 f(y) = 0. KREW, EL. 所 以 定理 的 充分 
性 得 证 ， 

注 。 如 果 方 程 Tx = y 具有 这 样 的 性 质 , 即 它 有 解 ,如 时 
f(y) = 0 对 满足 等 式 T*f= 0 的 任意 IRU. 我 们 就 称 此 
rz 一 y WEATER RI L= TCE) 为 闭 案 。 可 以 证 
明 这 个 条 件 也 是 必要 的 ( 见 [341). 
推论 EFIE 


° 258 + 


A*f— f = 0 
EFES- 0， PAYE 
Ax — x = y 
TERORA. 
定理 2 “为 使 方程 (2) 对 给 害 的 ge E* 有 解 ， 必 须 县 只 
OE 
Ax — x*x = 0 
DERT * E Rar. 
必要 性 由 等 式 
glx) = (A*f 一 jx 一 所 4x 一 zx) 一 0 
是 显然 的 ， 
我 们 来 证 明 充 分 性 . 
在 子 空间 工 我 们 借以 下 等 式 来 定义 泛 限 jo(y) 
f(y) = g(x) 
AH r 是 元 y 在 映 象 了 之 下 的 原 象 之 一 《〈 即 是 说 4x 一 * 一 
》)。 若 定理 的 条 件 满足 , ZA p 是 唯一 确定 的 . HJE E 
同一 元 ?的 另 一 原 象 ， 


Ax — xz = Au — u, 


于 是 Alx — ) — (z — t) = 0, 
从 而 g(x 一 u) = 0, 
Rp glx) = glu). 


泛 遍 有 的 加 性 及 齐 性 容易 验证 . 至 于 它 的 有 乔 性 可 证 
明 如 下 . 因为 在 引 理 2 的 证 明 过 程 中 ,我 们 说 过 ,至 少 有 元 > 
的 原 家 之 一 * Wi AS SN 
lxi < e=llyll. 
但 这 时 
PODI = l] < lelli < lgllellyl, 
PAEL fo 的 有 异性 得 证 ， 依 Hahn-Banach 定理 扩张 fo 于 全 空 
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加 我 们 得 出 线性 这 了 遂 了 使 
f( Az — x) = f(y) = hO) = gG), 
或 (A*f — f)* = g(x) 
为 方程 (2) 的 解 . 
”推论 者 方程 4x 一 x 一 0 KEFE x = 0, 那么 方程 
4 1 一 /一 8 对 任意 右 端 g 可 解 . 

直到 现在 我 们 研究 已 知 方程 和 它 的 共 轿 方程 之 闻 的 联 
A. 现在 我 们 指出 在 同一 空间 中 齐 次 和 非 齐 次 方程 的 可 解 性 
之 间 也 存在 密切 的 联系 . 

定理 3 AA Banach 空间 E 于 其 自身 的 全 连续 算 


z xm — ETT 


Ax — x = y (1) 
HER Y 可 解 。 必 须 县 只 须 对 应 章 次 方程 
Ax — x == Ü (1*) 


仅 有 平凡 解 * 一 0。 在 此 情形 下 方程 C1) 的 解 叭 确定， 而 
HET 


HERY. 
必要 性 ， 用 N% 代表 算 子 T* 的 零 子 空间 . 显然 由 T= 
0 可 得 T* "x = 0. Bj NCN gye 


设 方程 
Ax — x = y 
对 任意 ”可 解 ,并 设 齐 次 方程 
Ax — x = Ü 


有 非 零 解 zx。 设 x; 为 方程 4x 一 x = x, 的 解 ,一般 xtt 为 
方程 

Ax — x = xg, k= 1.,2,3,: "° 
的 解 ,我 们 有 
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Tx, = xris T lyk = xk-2 s. Trk = x # D, 
但 同时 
Ttr; = Tx, = 0, 
因此 xx€ Nk B. EN 即 每 一 子 空间 NA-: 为 下 一 于 空间 
N, 的 真 部 分 ， 依 第 二 章 $2 引 理 知 在 子 空间 Nk 内 存在 元 X 
具有 范 数 等 于 一 而 且 


| 1 
y, — x| 之 一 ， 
ly, — =l > 


对 任意 x€ Ne. RUTAR {Ayr}. XAFI, ARA ly, 
= 1 且 4 为 全 连续 算 子 .在 男 一 方面 , 设 y。 和 ys 为 两 个 这 
样 的 元 且 p > 949。 因为 

T’ (ya + Ty | — TY) = Ti yg + T’Yp — T*y = 0, 
所 以 ye 十 77yp 一 ycEANpl 
因此 


1 
Ay 一 AYall = lys — (Ya + Ty, 一 Tya)|| 之 2° 


这 个 矛盾 的 产生 是 由 于 假设 了 方程 (1) 的 可 解 性 的 同时 也 设 
(1* ) 有 非 零 解 。 必 要 性 证 完 ， 
充分 性 。 设 方程 (1*) 仅 有 不 足 道 解 , 那 么 由 定理 2 的 推 
论 可 知 方程 
4 一 了 一 8 x (2) 
对 任意 右 端 可 解 。 因为 4* 也 是 全 连续 算 子 且 E* 为 Banach 
空间 ,所 以 对 方程 (2) 应 用 刚才 证 明 过 的 本 定理 的 必要 部 分 知 


方程 

A*f—f—0 (2*) 
仅 有 零 解 。 但 这 时 依 定理 1 的 推论 方程 (1) 对 任意 》 可 解 . 
定理 的 充分 性 得 证 . 


因为 当 定理 的 条 件 被 满足 时 ,方程 (1 是 唯一 可 解 的 ,所 
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以 存在 算 子 4 一 了 上 的 逆 算 子 
T i= (A — I), 
由 于 解 的 唯一 性 ,所 以 它 同 时 也 是 极 小 的 ,因此 
ICA — IY] < aliyil. 
定理 全 部 证 毕 . 
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DEEDE ERE 0» 

和 4 时 一 /一 0 (2*) 

在 同 一 个 数 的 线性 无 关 解 . 

| 设 X19 X29 °` ° ”35 志 9 为 方程 (1*) 的 解 所 成 的 子 空间 入 的 

基 , 而 fo fo `: ,fn。 则 为 方程 (2*) 的 解 子 空间 的 基 . 
HERAA Pis 92 ,ps BEXT a x19X2>"“* m s Rh 
qp (zj) = ð;js isj = 1,2,: 
并 构造 元 系 zza… ,zm NEXT f.>f> ` ` L. 设 n < m. 
RZ ERT 


Ux = Ax + S, p; (x)z;, 
PY 


作为 全 连续 算 子 和 有 限 维 算 子 的 和 可 知 这 个 算 子 是 全 连续 
的 .我 们 来 证 明 方 程 
Ur— xz = Ü 
仅 有 零 解 。 W xm 是 这 个 方程 的 解 。 于 是 
CU to 一 x) = 0 k= 1,2,... ,mm 


或 fel Axa — to 十 这) REDER, = 0, 
由 此 (A*r — forot >; Plr) = 0, 
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从 而 再 考虑 到 (fj) 和 Uz; 的 双 正 交 性 知 
TAER. = 0 ， k == 1,2.: . ”3 了 (n < m), 
因此 Uxo = AXo. 且 随 之 Xo WEJ EE 
Ax, — x = 0, 


因为 z € N H.x; 为 N 的 基 , 所 以 
To = >, EixXie 


但 E; = gi(xo) = 0. 因此 z, = 0， 这 就 是 所 需要 证 朋 的 ， 
因为 方程 
Ux — zx = 0 
仅 有 零 解 ,所 以 方程 
Ux — z = y 
对 任意 右 端 有 解 , 特 别 对 y = Zaye 
设 x' 是 这 个 方程 的 解 , 那 么 一 方面 有 如 上 述 


fontana) 一 fot | 4x —x + >à p (x )z; 


= (A*f, — fany) + > qp (x')f,+i(z;) 


= 0, 
并 在 男 一 方面 依 构 造 (zol) = 1. WT 38 Ta Hi A nj 86 
有 n< 11。 


现在 设 m 二 2。 我 们 在 空间 E* 米 考 虑 算 子 
U*f = A*f + > f(=;)o;, 


容易 验证 (注意 m < n) XT T 15 U KW, MERREANR 
n 换 成 m. 
RIERA T 5 ”方程 
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U*f — f = 0 
仅 有 平凡 的 解 。 对 所 有 k 一 1 2 ten, 我 们 有 


(U*f— Par = (A*I — Dx + X) + Gpe) 


= J( Az, — xr) + fC) = Fler). (8) 
因此 若 h 是 方程 0*f — f = 0 的 解 ,那么 由 (8) 可 得 f(zx) 
一 0, 二 1,2,….m。 从 而 U*/, = 4*h B f Ep A*]— 
f = 0 的 解 。 但 这 时 | 


Jf = > oif; = >; fo(zi)f; = 0. 


因为 0? 是 全 连续 算 子 , 所 以 依 定理 3 方程 
U /一 了 一 8 
对 任意 8 可 解 , 特 别 对 g 一 pn+1。 于 是 在 一 方面 若是 这 样 
方程 的 解 ,那么 
n+Hi(xm+l) = (UF —f')=,,,I = (A*f' — DETTE 


十 > fC )P: Ctm) 


== 太 Lyn+i Xm+1) = 0, 
而 在 另 一 方面 Pmt n41) = ]. 
这 个 矛盾 指出 不 可 能 有 m < n, 因此 m = n, 定理 证 
毕 . 
结合 定理 1 一 4 我 们 可 以 叙述 如 下 命题 作为 线性 积分 方 
EWM Fredholm 定理 对 任 一 具有 全 连续 算 子 的 方 
ERIEN. 
给 定 方程 
Az — z = y (1) 
和 4 一 1 一 8， (2) 
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式 中 4 是 作用 于 Banach 空间 E 的 全 连续 线性 算 子 ,而 4* 是 
它 的 共 斩 算 子 定义 于 共 柜 空间 BE*。 那 么 或 者 (1) 和 (2) 对 任 
意 右 端 可 解 ,而 且 在 这 个 情形 下 齐 次 方程 


Ax — x == 0 (1*) 
4 时 一 一 0 (2*) 
仅 有 零 解 ,或 者 齐 次 方程 有 同一 有 限 数 的 线性 无 关 解 
XZ. °. Xas fis bs... fns 


而 且 在 这 个 情形 下 ,为 了 方程 (1 相应 地 (2)) 有 解 , 必 须 且 只 
须 
f(y) =0, := ].2,: n 
(相应 地 g(x;) = 0, ¿= 1,2, +n) 
方程 (1) 的 一 般 解 于 是 有 如 下 形式 


7 
x = x; + 27 
i=] 


式 中 Xo 是 方程 (1) 的 某 一 解 ， 而 CI Azs" ' ° + G, ATERA. 
相应 地 ,方程 (2) 的 一 般 解 是 如 下 的 形式 


f= fo + Df,, 


式 中 轧 是 (2) 的 某 一 个 解 ,而 2。，1。，…… 1。 为 任意 常数 ， 

对 方程 (1) 的 更 深入 研究 导致 下 述 结果 。 用 L, 代表 算 
+ 

T* = (A — D%* = At — cA + e + (—1)*1 

= +(AÁ, — 1). 

的 值 域 , 式 中 A, 仍 为 全 连续 算 子 ， 

由 引 理 2 每 一 L, 是 一 子 空间 。 如 打 ye Li, WA 

y = Tix = TO Tx) = Tz, 

即 yE Lias AMTER L, 构成 减 序列 . 

我 们 用 N: 代表 算 子 T* 的 零 子 空间 。 
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+ 和 


首先 证 明 ， £ Lm == Lu 那么 Lm 一 L, 对 所 有 k>m, 
取 任 意 元 y€ L, . 我 们 有 
y = T” “x = T(T”<x), 
但 因 Lm = Lons RAFET r 使 
TAX = T+ 
PSI: n | y = T(T”x) 一 了 (了 Ti ) = T”™x’, 
FH YE Lm EE 
Lmy 一 Lms 
同 理 La = Lms’ 
令 设 定理 的 结论 不 成 立 ， 从 而 对 每 一 * 有 L,= Liu. 
因为 LHCE。， 所 以 依 第 二 章 $ 2 引 理 ,存在 元 rn RAWA 
等 于 一 , 且 | 


Iz. — vl > — 


对 所 有 y € Lato 
考虑 序列 {x,}， 这 个 序列 属于 空间 EE 的 单位 球 , 因此 序 
列 {Axs} 必须 紧 。 但 在 另 一 方面 我 们 有 


Az, — Axstp = xz, — Tx, — Xatp + Tx,+p 

= x+ T (Tx, + tate 一 T<x,++)., 
元 一 xz 十 xp 一 了 XeotpE 工 2+19 
因为 

Tx, 一 了 (T?xz) 一 了 "tyE 工 1 xnorpE 工 ipCIL 
且 | ~ Trantp€ L, IL, 
但 这 时 由 序列 {ra} 的 构造 我 们 有 
lára 一 Azasel = |z, — y| S 
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从 而 序列 {4x。} KE. 这 个 矛盾 证 明了 定理 的 第 一 部 分 。 同 
理 可 证 定理 第 二 部 分 《事实 上 ， 在 证 明定 理 3 时 已 经 这 样 做 
T) 


ea è> è b ù ù > ù> í epe o ù > G Ó O o 9 


A= A + A, (10) 
式 中 4, 和 4, 2923680 F QkBk E T U Tbk E T V. N 
Fa AN 
AA, = A,A, = Ü, 
设 > 为 最 小 自然 数 x 使 L, = Le QUSL, V = 
N,。 以 前 已 经 证 明 过 UU 和 六 均 为 子 空间 。 因为 T” = +(A, 
一 1)， 式 中 4, 为 全 连续 算 子 。 所 以 由 引 理 1, VESTA, 
— 1 的 零 子 空间 N,, 所 以 是 有 限 维 的 
& x € UHG y = Tr. WX rE 工 ,, 所 以 存在 元 x* EE 
使 x= T*x’'。 于 是 | | 
y = Tx = T”tiy'€ L, I, = L ,= U. 
换 句 话说 , 子 空间 UU 的 元 的 象 属于 同一 f =l. 
今 设 ?为 也 的 任 一 元 
yE U. = L, = Lpy 
存在 元 zx € EE 
y = T” = T (T”x') = Trx, 
AHH x = T”w € L ,= U, 
从 而 每 一 元 y € UER r E U0U 的 象 、 故 算 子 T 映 U 于 U 
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E. | 
由 此 据 定理 3 得 出 映 象 Tx = y, x€ U 的 一 对 一 性 ,而 
且 仅 在 子 空 间 也 的 元 上 来 芳 虑 算 于 工时 它 有 有 界 逆 ， 

今 设 x*EV = N,. 这 就 是 说 To = 0, 或 T (Tx) 
二 0. 但 7Txé N, CN。， 从 而 算 子 工 映 了 于 其 自身 ， 

现在 不 难 证 明 等 式 (9)。 令 T, 代表 仅 看 做 作用 在 也 时 
的 算 子 T。 上 面 说 过 , 这 个 算 子 有 逆 。 对 任意 <€ ES u= 
TT” 且 令 一 xz 一 4。 显 然 z€ U. 此 外 ,因为 

T”v = T”x — T”u = 0, 


所 以 vé V. 
今昔 x = # + t 
为 元 xz 五 的 另 一 表现 , 式 中 人 U 日 5 了， 那么 我 们 有 


Trr = Ti Ty = Ty, (11) 
这 是 因为 7 只 一 0。 因 为 še U， 所 以 由 等 式 (11) 可 得 
u = Ti"T"g = T, "T "x, | 
这 就 证 明了 表现 的 唯一 性 . 
注意 一 下 ,因为 了 和 T: 都 是 线性 算 子 ,所 以 
lel = [TPT] < ellxll, 
从 而 也 有 lol < olll. 
现在 我 们 引入 算 子 A, 和 4,, 而 对 任 一 * € ER 
x A,x = Au, Ax = Av, 
Kh Aay = Au = 0。 因 为 
Ax = T, + F. A x = Tve + ç 
那么 由 上 面 证 明 的 关系 T(U)= U 和 T(V)CV 可 得 Au 
EU 和 Ave V. WERT 4s 和 4 依次 映 E 于 U 和 WV， 显 
a) Au 和 Ar 为 线性 有 界 算 于， 
b) 4 = A, + års 
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c) As Arr) = A,CA,x) = 0. 
D 4, 为 全 连续 算 子 ， 因 为 它 映 空间 瑟 于 有 限 维 子 空 间 
V, 这 时 4, 也 是 全 连续 算 子 ， 
最 后 ,我 们 考虑 方 程 
Ast — x = y = + z (12) 
令 xo 为 方程 
Ax — x = # | 
的 解 。 它 由 于 T = A— I EULEX, 所 以 是 存在 的 。 考 
JG to = xo — v, RNA 
Aulo — xo = Alto — r) — rto 
= Ax — xz tu = x + ç = y, 


JA 8012 88 TTE. 但 这 时 依 定理 3, 算 子 4。 — 1 有 有 界 
逆 , 定 理 全 部 证 毕 ， 
在 结束 本 匡 之 前 ， 我 们 再 考虑 一 下 含有 参数 的 方程 . 
为 方程 
4x 一 Mx = y, 2 > 0 (1,) 
可 以 写成 
1 


工人 一 zx 一 工 ) 
1 À 


H 一 4 随 着 4 而 为 全 连续 的 。 所 以 对 方程 (1) 证 明 的 定理 对 


方程 da) 仍然 有 效 . 
由 定理 3 可 得 ,对 给 定 的 4 关 0， 或 者 方程 


Ar — ¿zr = y 
HERA mI REN Xp ÉE 
Ax — ¿x = Ü 


有 非 零 解 。 因此 每 一 参数 值 1 = 0 或 为 正则 值 或 为 本 征 值 ， 
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故 谱 的 另外 非 零 点 除去 本 征 值 外 没有 其 它 的 点 *. 


s. e >+ ò >ù ù G G o o a < a: @ ë e H H 
t è ë s è o Ó > —_—_;:__a ē G è S ë a F GÓ Ób G P 


+ è o è ù o o o y o Ò e o è s e 5 $% 


T, = AÁ — ¿Í 
把 它 号 成 
— _ 1 
T, 1 (1 a) 
的 形式 ,那么 由 第 三 章 S 5 ARA 4 
1 
— ll A| < 1 
4al 
时 , 算 子 
I — — Á, 


从 而 算 子 T AW. MWER ATAR TAKA [一 | All, 
lAl]. 设 0<a < 14. 为 了 完成 定理 的 证 明 , 只 须 证 明 , 可 
能 仅 存 在 有 限 个 本 征 值 使 |+] > c. 

如 果 不 然 ,我 们 可 以 选 一 个 序列 的 不 同 本 征 值 

A¿L,s 45," ` “po ` `.) 
而 且 |l >a, Ú tiroteo," 是 对 应 于 这 些 本 征 值 的 
本 征 元 序列 ,部 
Ax, = Apn. 

我 们 证 明 , 元 tis z, ` …，xz HIER K RETK. XR 

= 1 这 是 明显 的 .。 设 zi ratte r 线性 无 关 . 


D 算 子 4 — ÀI 的 零 子 空间 的 维 数 称 为 本 征 值 4 的 重复 度 , 由 引 理 1 可 类 全 
连续 算 子 的 所有 非 专 本 征 值 具有 有 限 重 复 度 . 
O 全 连续 算 子 (即使 定义 在 Rilbert 空间 内 ) 可 能 没有 本 征 值 一 一 译 痢 注 。 
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如 条 议 


Yki 一 >| citis (13) 


2 = 1 


那么 以 算 子 4 作用 于 这 个 等 式 的 两 边 可 得 


! | 
Akk = > icik (14) 


{= 


由 (13) 和 (14) 可 得 ( 因 re > 0) 


但 由 不 等 式 
1 — Ži 0 
以 及 Xis Xs ° * ° 5 XÀ 的 线性 无 关 性 ,这 是 不 可 能 的 。 
设 L, 为 由 元 Xis X25 ` ° ° o X 所 产生 的 于 守则 L, EZ 
E] Lry 的 政子 空间 . 因而 存在 元 yka € Lrt yx = 1 Ë. 


1 
[yz — || > > 


对 任意 re Lie RAKWA Aym 一 Ay,|> BREZ m > n. 
我 们 有 
AYm — Ay, = hmym F Tiya — 1,y, — Tiya 
= hmym — x, 
NIH x = 1,y, 十 了 yo — Ti, Ym 
我 们 注意 


Ti Ym 一 AYm 一 AmYm 一 A P J; 一 Àm > C ix; 
ap 


i=l 
+ m m 

= > x CihiXi — > CihmXs 
. š =1 i=1 
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m— 1 
= > (4; mu lm) CiXie 
¿= 1 


因此 T ,ya=a € Lmao 因为 y,€ L,C L, C L, u, Ti y, € Lani 
CL 所 以 Z€ L, O Z= Amnya JE L, RNA 
(Aym — Ay,|| = Amm — Ani = [4 ln — yl 
= c 31 
2 
从 而 序列 {14y,} RILEBJEE— TJPF#D SISA. Ea 
因 14y,} 为 有 界 集 , 所 以 {Ay,} 紧 , 从 而 含 收敛 子 序列 。 由 得 
出 的 矛盾 证 明了 定理 . 
定理 7 特征 化 了 所 谓 全 连续 算 子 的 谱 的 “离散 性 ”。 


$ 3. Schauder 原理 及 其 应 用 


设 M 为 Banach 空间 互 的 一 个 集 ， 且 4 是 一 个 一 般 为 非 
线性 的 算 子 定义 于 秦 上 旦 了 员 M 于 其 自身 ， 

算 子 AWOUIEMEE SSH, MR 'E DRM BU i£ — ARTE 
于 紧 集 ， 此 外 老 4 在 M 上 也 连续 ， 那 么 它 称 为 在 这 个 集 上 征 
全 连续 的 (如 果 4 线 性 , 那么 这 个 定义 与 以 前 的 一 致 )。 不 失 
一 般 性 ,以 后 可 以 假设 集 M 是 有 界 的 . | 

X FEE Banach 空间 的 凸 体 于 其 自身 的 全 连续 算 子 Sc- 
hauder 证 明 f — TARARE, E T AAIR Brouwer X T lk 
n 维 欧 氏 空间 吓 体 于 其 自身 的 连续 映 象 的 不 动 点 存在 定理 。 
Schauder 定理 对 于 证 明 各 种 类 型 的 方程 的 解 的 存在 有 许多 应 
H. 

三 个 引 理 ”为 了 证 月 Schauder E RHEN A aA BJ 5| 
H, 

设 对 为 Banach 空间 的 一 个 集 。 (44} 是 一 个 一 般 为 非 
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线性 的 定义 主 M 上 的 算 子 序列 。 我 们 说 这 个 序列 在 M 上 一 臻 
KATET 4,, 如 果 对 任意 8 > 0 存在 仅 依 赖 于 s 的 下 标 m 
使 得 
Asx — A|| < € 

对 n >n MES x€ M. 

引 理 1 WRMEZERATFEA] {4,} 在 M 上 一 致 收 
ZT Ao 那么 如 PEM FEE. 

先 证 算 子 AÓ 在 M 上 的 连续 性 . 设 {x,}CM WT z € 
M. 我 们 有 

| 4 =, 一 Aoxoll < VAors, 一 A,x,,| 
+ [Ax — Anxoll + | Asxo — 4x.||. 

由 于 算 子 序列 14,} 在 M 上 一 致 收 钱 于 算 子 4,， 所 以 对 给 定 
的 s>0 存 在 mo 使 对 ”之 m. 


8 E 
| 4L xn — Aoxnl| 一 3° | Anxo 一 Aoxol| 一 3° 


国定 这 个 n. 
因为 A, 连续 所 以 存在 m Š m > m, 时 有 


A xn — Anxol| 一 = 


因此 对 m 之 m。 有 
|| Az, — Aoxoll < 8; 
即 算 子 4 连续 . 
我 们 未 证 明 A RE., DER \ 须 证 党 AM) X. 
HAER s> 0 En tE 
[Ant — Axl <e, 
对 所 有 re M。 这 是 可 能 的 ,因为 序列 14,} BKAT A. 
S N= A, (M). 集 N 是 紧 的 而 且 是 对 (M) 的 e- 网 ( 见 
$ 1 定理 2 的 证 明 ), 由 此 可 知 AM) ERR. 
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这 就 证 明了 4, 是 连续 且 紧 的 算 子 , 引 理 证 完 . 
引 理 2 (J. Schauder) 每 ETM EDS SSS TA 


` 
s ọọ è ¢ + N. 


因为 2 是 全 连续 算 子 ， 所 以 AM) EKE. uW S a 
的 正 数 序列 4s4}, 对 每 一 《构造 对 ACM) 的 且 售 于 比索 风 
sx- 网 。 

N; = {yEy yal. 


在 4(M ) 上 定义 算 子 Pi, 令 对 yE ACM) 


,poh 


Pi(y) = F" N (1) 
>, pi Cy) 
式 中 
Wy) = {2 — ly — yP # ly — yë] er 
若 jjy 一 yt] > eg. 


等 式 (1) 对 任意 yc A(M) 有 意义 ,因为 所 有 PO) > 
0 而 且 tO) > 0 至 少 对 一 个 i 
算 子 PO) 在 4(M) 上 连续 。 这 是 因为 所 有 zw (y) 


是 连续 函数 ,从 而 X) PO) 也 是 ?的 连续 函数 。 此 外 


> KPO > 0 对 每 一 ?6 4(M)， 由 此 得 出 
uO (y) 
> M) 
的 连续 性 ,从 而 
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mh 
> UPOP 
£—1 

m 

> eO) 


EN Pi:(y) 的 连续 性 .于 外 
> „Oyy 


> uY O) 


ly — PRODI = 


1 二 1 


Sy 


> wP Oy — yN ON u (y) 
& —— AUD Ñ < e, 


3 ud (y) S ao pE Cy) 


b KLONO — y) 


= Èk» 
这 因为 各 对 某 一 :我 们 有 
ly — y| > Ers 

那么 对 应 系数 ji*(y) ETE. 

SH r EM 

Arz = P,( Az), 
我 们 就 得 出 有 限 维 算 子 序列 (44} 使 
lAr — Arell = lAx — Pri(Ax)N < ex 

对 任意 x€ M. [EB IESS, 

注 。 因为 元 yi 属于 集 4(M)， 所 以 在 引 理 2 Mus Bu 


t 和 


t Ò ù % ò G s. 


KATET A g+ 
K, = A,( M), n=0,1,2, °° 


依 引 理 1 算 子 A 全 连续 .因为 序列 {4,} 一 致 收敛 于 算 
于 4o, 所 以 对 任意 8 > 0 和 任意 y€ K,, 4 n >> mole) 可 定 
uE K, (E 
ly — ull < e. 
XERRI, KAE y 是 K, 任意 元 , B. z E: y El A, 之 
下 的 原 像 之 一 。 那么 作为 x 只 须 取 u= AG2. x 


WER N 一 UK。。 不 难看 出 它 是 紧 集 。 可 证 这 个 集 


是 对 天 的 -网 . 
设 yE K. Æ 
ye Ù] K,, 
则 证 明 完 毕 . 


£ YEK, H. n>m, 公有 如 上 面 所 指出 的 那样 ， # 
在 «€ K, 使 
ly — ull < e. 
从 而 六 是 对 集 天 的 紧 se- 网 , 因此 某 天 紧 ， 
J. Schauder 个 动 所 原理 定理 1 ti apio 


*° ù e G O Ó $% 


t è E ë S ë e Ñ O S E GÓ o ë e G p 6 S% 9% 9 


动 点 存 看 , 即 存在 >e SË ds 一 x 
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取 正 数列 {8,} KATE. 依 引 理 2 构造 连续 有 限 维 算 
FFY Aa 在 S$ 上 一 致 收敛 于 A. 
再 依 引 理 2 下 的 注 , 因 为 $5 是 唔 的 ,所 以 Are S 对 任意 


r€ S. W E, 为 有 限 维 子 空间 在 其 内 含有 集 4,(5)。 EFA 
间 E, 的 集 


Š, 一 SQE, 
F T A,. TA S, CEDAR. 
因为 
A,(S)CS, H A,(S)CE,, 
所 以 A,(S) CS, 
从 而 An Sa) CS 


因此 当 算 子 4。 在 有 限 维 空间 E, 上 考虑 时 ， 它 映 E, B 
Hiru S, 于 其 自身 ,所 以 依 Brouwer 定理 (元 附录 ID 存在 这 
个 映 象 的 不 动 点 , 即 是 说 ,存在 点 ze s, 使 
Anin 一 tae 
但 因 SCS， 所 以 z, 也 是 算 子 A, 有 映 集 5 的 不 动 反 . 
关 为 每 一 
Xn € A.(S), 
所 以 序列 {xn} BTR 


$= U A,(s)cs. 

由 引 理 3 集 § 紧 。 那么 序列 {rr} 含 收敛 子 序列 txa1, 而 且 
因为 S 闭 ; 此 子 序列 的 极限 z, 也 属于 S. | 

今 证 x 是 算 子 4 的 不 动 所。 我 们 有 

KET -一 zoll 

< ||Az, — Ax,,|| + ||Axz,, — A,,z, || + lAn; — xol 

= |A ro — Axail + Axs; — Anan + x; — xl. 

对 给 定 s > AEn 充分 大 使 对 n, > n' 
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8 - € 
len; T zoll < 3 和 和 | Ax. — Axl < 2 ° 


然后 再 选 x” 充 分 大 使 对 n; > n” 


IEE m | < = 


在 S$S 上 一 致 成 立 , 特 别 对 所 有 x,,。 于 是 对 5; ZZ n = max(n', 
n”) 我 们 有 
j| Az — xoll <E, 
因为 8 是 任意 的 ， 所 以 Az. = x, FH x 238 T- AB978353. 
Schauder 原理 证 完 ， 
作为 Schauder 原理 的 应 用 例 , RINER RAIA KA 

分 方程 的 解 的 Peano 存在 定理 . 

”定理 2 HERIC, *) 依 两 变数 的 全 体 在 区 域 | :一 r| < 


和 


BK. . 
b = min al " 


那么 在 区 间 [ 一 ks + 内 至 少 存 在 方程 


一 f(t,x) (2) 
9 一 个 解 满足 条 件 . 
z(t) = Yje (3) 
方程 (2) 及 其 初 值 条 件 (3) 等 价 于 积分 方程 _ 
= x + | Kesler, (4) 


考虑 由 等 式 
x Ar 一 十 | Iesel) dr 


在 空间 C[w h, n + À] 内 的 球 lx — rl SE 上 定义 的 
算 子 4。 我 们 证 明 算 子 4 在 这 个 球 上 全 巡 续 ， 

首先 , 如果 属 于 球 le 一 xo < > 的 序列 txzsko0+ 一 致 收 
敏 于 显然 也 属于 此 球 的 通 数 z(z2), 那么 由 前 数 1(z,x) ilasa 
性 ,可 人知 x 

Fax) — f(t, xG) i 
在 区 间 [n — h, o + à] 上 一 致 成 立 ， 那 么 由 于 一 致 收 钙 性 
可 在 积分 号 下 取 极 限 , 所 以 也 有 
Ax, > Ax, 

即 算 子 4 在 球 jx 一 xoll <, 上 连续 . 

此 外 ,对 球 jz 一 rl <; 的 任意 元 e), RME. 


LAO < Izol + 1 | Hestar] < al + elal. G) 
AEA 4M z 是 区 间 [zo — hb,ito t A] 上 任 两 点 ;那么 
Kas — Ax(1,)| < IG, Gae < 8| 1 — ul. i 


(6) 
由 Arzelá 定理 及 不 等 式 (5) 和 (6) 可 知 算 子 4 映 球 ls — xl! 
<> TĒ. 
最 后 再 证 算 子 4 上 映 球 |z — rl < > 于 其 自身 . 事实 上 
14dx( — x | = | | f(t ,z(z))dr | < 0), < 8 


.bp 


P 


既然 算 子 4 满足 Schauder 定理 所 有 条 件 , 因而 存在 这 个 算 子 
ARZI. BAR rG) 使 


r(z) = x, + | f(t,x(T))ar. 
这 个 等 式 等 价 于 以 下 两 个 寺 式 : 
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= = f(1,x(t)), rx(10) = xo. 
Peano 定理 证 完 . 

在 证 有 明 Peano 定理 的 时 候 , 我 们 用 Schauder E EKNE 
积分 方程 (4) 的 解 的 存在 。 同 样 原理 可 以 应 用 于 证 明 更 复杂 
的 非 线 性 积分 方程 以 及 微 积分 方程 的 解 的 存在 . 


$ 4 Cobor 嵌入 算 子 的 全 连续 性 


我 们 在 第 二 章 $ 5 证 明 过 Coos RAES: H E N 
plr) 属于 类 w 多 覃 含 此 函数 属于 类 ¿9 对 < 1, 

引入 算 子 4, 定 义 在 所 有 函数 g(x,y)&€ wP LER plr, 
y) 于 则 一 函数 , 而 它 已 经 看 做 是 w 的 元 。 显 然 , 对 不 同 的 
记 它 将 是 不 同 的 算 子 。 算 子 4 称 媒人 算 子 , 它 显然 是 线性 的 ， 
而 且 由 第 二 章 $ 5 不 等 式 知 此 算 子 也 有 界 . 

现在 我 们 证 明 4 甚至 是 全 连续 的 。 算 子 4 的 全 连续 性 由 
下 述 定理 得 出 . 


定理 (B. H. Koazparros) MAZA wp AWAR 


E. B ?> 2, WAR AORE RRE TA ER s 


ppn C. T. Co6ones 公式 


Ap = px,y) = D>) >; CRAP 


k = 0 kíy+k,=K 


x jj p(Q) 元 r :dO 


+ 5) j! At) (P, 9) = 49. (1) 


hth “6 
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4 A miee 


由 可 At 的 连续 性 ,公式 (1) 的 第 一 组 的 项 是 具有 连续 核 


的 积分 算 子 。 从 而 在 c(G) 和 L,(G) 的 距离 意义 下 都 是 全 
连续 算 子 ,为 此 只 须 研究 公式 (1 的 后 一 组 的 项 ,在 种 二 组 的 
积分 算 子 的 核 4 内 ,((P,98) 的 形式 是 

A(P,9) = PP.) 


或 + A(P,0)= B(P,0)(alnr + 6); 
AH B(P,Q) DAFAR 
|B(P,O)| =< c. 
我 们 来 证 明 具 有 这 样 核 的 积分 算 子 的 全 连续 性 ， 
考虑 了 2 的 情形 并 限于 对 4(P,98) 的 第 一 表达 式 . 我 
们 有 


o'p 
|) 40, 9) Te dQ <c || 920140 
<c (ff laiga} (fF 


< clelup (| F aras F < cKG Y. 
(2) 
式 中 天 为 常数 是 函数 p(x,y》 在 空间 vP 的 范 数 的 界 ， 且 如 
为 积分 | etar 的 值 ， 而 此 积分 当 9 < 2 即 p > 2 时 收 全 
现在 引入 简单 记号 


sP) = || 9.0) 920. 


我 们 有 
IJE + AP) — 9(P) l 
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1 1 O'g 


<c || _ So lao 
121 F p+AP,O t p,Q 8x"8y": 
7 { 
+] laer e + ||- | sr 9] 
Gs T P+AP,0 Ox'iOy": G TPO Dx 07 


(3) 
式 中 G, 代表 6 的 这 样 一 个 部 分 ， 它 由 与 P 的 上 距离 小 于 25 的 
点 所 组 成 。 此外， 我 们 也 认为 点 了 到 点 P 十 AP 的 距离 不 超 
NL ó. x 
由 于 所 有 这 些 , 在 第 一 积分 号 下 的 一 “将 是 连续 函数 ， 
fF P.o 


因而 第 一 项 可 使 之 任意 小 只 要 AP 充分 小 的 话 。 至 于 第 二 项 
ROTAIA RARD P + AP 为 中 心 , 由 此 得 不 等 式 


1 
dQ 
jwira axz4a8p7 TA 


<l sr") (Nas) e 
< K(2x) d = rar y 


1 
q 


< K(2x) 


4 一 他 
(38) , 
— q 


日 此 不 等 式 右边 当 ó 充分 小 时 可 使 之 任意 小 ,如 果 4 < 2, B 
p> 2 的 话 。 同 理 可 以 对 第 三 个 积分 估 值 ,从 而 函数 oe 
等 度 连 续 性 得 证 , 随 之 也 证 明了 定理 的 第 一 部 分 。 

现在 来 考虑 尹 委 2 的 情形 ,有 如 以 上 我 们 有 
[gCP + AP) — glP)| x 


< [j -二 


GG, fT p+AP,O 


_ o _ 
Bx iays 


-2 
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Jj] 
G TP+AP,O 3 Z 

1 8: r 

+ || -一 一 TAT dQ | (3°) 
Gy Bo xDY 


仍 由 一 的 连续 性 , 第 一 积分 对 充分 小 的 AP 可 使 之 依 Le 的 
Tp,0 
范 数 任意 小 。 对 第 二 项 我 们 得 出 奖 似 于 以 前 的 不 等 


= Ox’ a 29 Lp 
= i ae aroy 0] aP 
<J asl asr] °9] 


(jfa 
G f P+ AP,O | 


< (2r)? Ga) “| | j T 


P 
一 一 dP 
ĝx' ayz | 
Ë 8: ? 1 
= (6r)? |) | 一 一 二 一 | dP | a9 
g- g TP+AP,O 
| 
< (6r)! 2=DK*, 


xy: 
式 中 刀 代 表 区 域 G 的 直径 。 由 所 得 不 等 式 可 知 


| | 1 Ə!p 
G; f P+AP,O 8xh0y" 


可 使 之 任意 小 如 果 6 充分 小 的 话 . 
完全 同 理 可 对 公式 (3) 的 第 三 项 的 范 数 代 值 ， 由 此 可 得 
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d'y 


Ip + AP) — Pl > 0 对 AP 一 0. 

用 类 似 计算 可 以 得 出 平均 函数 (P) 的 一 致 有 界 性 .于 
是 依 Riesz EHARA 4(P) 构成 紧 集 。 定理 证 完 . 

为 了 证 明 媒 入 算 子 的 完全 连续 性 只 须 应 用 Co6ones 定理 
LKA kS 用 了/ 阶 广义 导数 表示 有 & 阶 广义 导数 的 Coóogen 
AÑ. 

我 们 仅 限 于 两 个 独立 变数 的 情形 .多 变数 的 情形 以 及 更 
复杂 的 区 域 在 Coone ABEE. : 
我 们 举 一 个 应 用 嵌 人 定理 于 数学 物理 方程 的 例子 

设 G 是 被 考虑 过 的 形式 的 平面 区 域 。 我们 证 有 表 存 在 4 值 
使 方程 

Ap + 2p = 0 
在 G 的 内 部 有 非 平 凡 解 , 且 此 解 满 足 条 件 
pjr 一 0， 了 为 G 的 边界 。 
(Disichlet 问题 的 本 征 函数 ) 

我 们 减弱 第 二 条 件 : 我 们 要 求 pe cp RBF plr 
=), tha BRE wR 的 子 空 间 , 它 由 在 域 G 的 某 一边 异 这 
形 ( 随 项 数 而 异 ) 内 为 零 的 函数 序列 在 此 空间 距离 意义 下 的 极 
限 函 数 所 组 成 ， 


在 ws KG) AZ WAY A 
0 -JJ + 
这 个 泛 丽 下 有 及 ,从 而 在 使 


|! p (x,y)dzdy = 1 


HJ RAA pCr,y)E $D LES FHR 1。， 显然 ¿> 0. 
RANER A J 的 这 个 下 确 界 在 某 一 般 数 pkr, y) e 
必 上 达到 。 设 {p:a Cwi? 是 极 小 化 序列 ,于 
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Jpn) = hs > bo, pall = 1. (4) 
六 为 lle, ||? e = |lo,||L, + J(g@,) (5) 
E {C$,)} 由 于 它 收 敛 于 某 一 极限 ,所 以 有 界 , 因 此 lo, y = 
空间 $ 的 有 界 序列 。 再 因 骨 人 算 子 的 全 连续 性 ,所 以 {ip} 
在 空间 L; 紧 . 如 果 必 要 的 话 除去 序列 某 些 项 ,我 们 可 以 假设 
极 小 化 序列 {p。} 在 空间 L, 收敛 ,因此 任 与 8 > 0 存在 下 标 
n %4 n > n Bf 

|o, 一 Palle, < E- 


此 外 
snl 
2 2 2 
1 2 + Í 2 — 
lle + L lo, = 1, 
所 以 
| = | 一 pr — "| s1- E 
2 [2 | 4 
n -之 ng 
因为 
k= inf J(e)» 
pe wd Plg = 
所 以 由 Jle) 的 平方 齐 狂 有 
Je) — ; f = 2, 
有 
由 此 J(e) 之 lol| plz, 
有 特别 有 
pn + Om Pn + Pm 2 
J | 2 ) 24 2 L, 
> a(i 7) 


° 285 。 


今 选 共 和 六 充分 大 使 
J Pan) < ho HE, J(@,,) < 1 + ë, 


于 是 
J (2—2) = — (pa) + Z Jpn) 
< 
(i) 
即 | (e=) > 0 


对 s, m 一 co。 于 是 公式 (5) 指 出 ,不仅 
lps 一 Pall, — 0， 

而 且 lp, — Pulle — 0 x 
对 n,m— co, WZA wP 的 完备 性 ， 存 在 函数 po(* yy)6 
w 色 而 是 序列 {qs} 在 空间 255 的 极限 . 

显然 ， lpollz, =1, qp(xz,y) € oP, 
由 对 任意 函数 pope wL 均 成 立 的 不 等 式 

ICP)? — JPI < [Je — g), 


可 得 
[J Cpa)? — JCP) | < [J(g@, — po) 1 
< lp, — pol. 

即 

J(p,) — 所 oo) 
对 n> œ. IB#5—3J51Ei 

J(@%,) — hos 

所 以 J( qo) == ho. 


这 就 证 明了 在 vP 内 存在 函数 使 /(p) 对 条 件 lolun 一 1 实 
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现 极 小 值 . 
我 们 来 证 明 函 数 pory) 满足 方程 Ag 十 bp = 0. 
设 ¿(z,y) 是 uP 内 任意 函数 在 区 域 G 的 某 一 边界 带 形 
IE. 对 任意 实数 z 我 们 有 
JC + z) 


lpo + z, 


= hos 


由 此 


noo w a || + an r ay) at O 


> ho [U 十 2z || PEE Es n)dëdn + ||, |. 
G 


EN J (po) = ho Ë polle, 一 1， 可 得 


o [J [BEE + 9 2E] an 


一 ho (í PoE n)ECEsn)dëdn | 


+ {0) — hl} > 0. 
由 此 


| |22 3È LL Sp. 2 | dëdn 
Ox Ox Oy Oy | 
— ho || PEDE CEsndëdn —0 (9 
S gy(z) 代表 一 个 通 数 满足 下 述 条 件 . 
1) gC) = 1 对 O<: < 
2) pA = 0 对 l, 
3) V) EKN = 1 | 内 单调 减 ， 


* 287 ° 


4) $G) Æ (0,co) 有 任意 阶 连 续 导 数 . 
TA XIF RRF E. 


此 外 令 YV r) 一 XCr) 代表 第 二 类 霍 阶 Bessel PB 
数 。 如 所 熟知 
AX(r) + toX(r) = 0, 
EXO E? 二 0 有 一 个 对 数 型 奇 点 ， 令 


¿(xz,y) = Ë Z) — p (| X(r), 
对 + < pi 一 — minh h) 我 们 有 
的- 人 -is 
B. r > o; = max(h, À;) 
ROR 
从 而 ¿(z, y) EAr = o 内 为 零 且 在 圆 r= o, 之 外 为 零 ， 


因此 ,如 果 o; JES PC, y) 到 区 域 G 的 边界 的 距离 ,那么 
Clr, y) 是 连续 可 微 任意 次 的 函数 且 在 区 域 的 某 一 边界 带 


形 内 为 零 . 
代 此 函数 人 (6) 式 并 利用 广义 导数 第 二 定义 可 得 
JI PLAE + Aoč)dëdn = 0 (7) 
令 
a-rit] 
rw (Do 
式 中 


. 288 ° 


cw- |l |ə (xo) 
+ 40g (三 z) X( 7 dšdn. 


可 以 证 明 CO) 当 4 一 0 时 , 趋 于 有 限 极限 Co. 由 函数 4(7) 
的 性 质 可 得 


a) OC) = 0 对 r 2 和 ”入 二 (因为 在 后 一 情形 
4 (人 = 1 有 有 


apo] 
= AX (r) + XC) = 0), 

b) 0,0) 具有 任意 阶 连续 导数 

取 C) 作为 平均 化 核 ， 公 式 (7) 可 以 写成 


c@) || ex 8,a)o,Cr)4san 


= C (h) | po Es,n) Qlr dtdn. 


G 


R 'u 3 E259JpA 2k Z [B] BJ SF = 
x C (h) (gpo)s, == C (ha) XQ), 
Ch) 
或 (Pom = Ca) (Po)a, > 


这 说 明了 两 个 不 同 平 均 函 数 仅 差 一 个 数值 因子 。 但 这 时 
Pory) 作 平 均 函 数 的 极限 ,和 它们 仅 差 一 个 数值 因子 


p (z, y) = Š a 2 (polx ya. 
因为 平均 基数 有 所 有 阶 连 续 导 数 ,所 以 pley) 也 有 所 有 阶 
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连续 导数 。 最 后 这 个 等 式 (6) 可 以 写成 
|| Capo + 4p)5C8,n) 25dn = 0. 
RI ¿(ë, n) 是 任 一 个 在 边界 带 形 为 零 的 无 穷 可 微 函 
数 , 所 以 由 变 分 学 基本 引 悍 可 知 在 G 内 部 
Apo + Aopo = Ü. 


RR po 属于 定义 如 上 的 类 a. 可 以 证 明 对 两 变数 的 情形 由 
此 可 得 Polr = 0. | 
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第 七 童 Hilbert 空间 
目 伴 算 子 谱 论 初步 


S1 HÆR + 


如 果 我 们 考虑 定义 在 Hilbert 空间 内 线性 算 子 ,那么 由 于 
这 个 空间 的 自 共 罗 性 以 及 元 的 内 积 的 出 现 ， 我 们 可 以 选取 一 
类 算 子 具有 对 称 或 自 伴 的 特性 。 因 而 可 以 对 这 一 类 算 子 较 任 
一 Banach 空间 内 任 一 线性 算 子 的 研究 更 为 深入 。 这 类 算 子 
在 分 析 中 以 及 在 理论 物理 中 起 着 特别 重要 作用 。 对 它 的 理论 
的 研究 已 有 大 量 文献 . 
” 共 轿 算 子 ” 设 妃 为 一 Hilbert 空间 。 4 为 定义 在 HH 上 
具有 值 域 为 同一 空间 的 有 界线 性 算 子 。 我 们 考虑 线性 泛 函 
fy (x) = (Ax,y) (1) 
作为 Hilbert 空间 内 线性 泛 函 ，j,《x) 具有 
fy (z) = (x,y*) 


*” 设 4 在 互 内 为 有 界线 性 算 子 (或 在 五 内 和 铀 定 的 无 界 算 子 ). 视 刀 为 一 Banach 
空间 时 ， 那 么 照 本 书 第 四 章 $3 HERAT 4* EXE (Ar, f) = (xz, 
A*1) ,x € H. f€ H* (R rEDCA), f € D(A*)). 用 J 代表 依 F. Riesz 
EAC HRI EXGH REAREA: H* 3 feye H. RÝ] 
暂时 用 记号 《<;》 代 表 瑟 的 内 积 ， #AL 代表 这 里 的 A* DARA 
(Axt) = JCAx) = Ax JE (ryA*f) = CAFN) = Cr A*fY 
故 《Ax = <x, JA*f> HI Az, y> = <x, JA*] T'Y). 因此 4! = 
JA. MAREMA S 与 把 万 看 成 Banach SAA 
于 A* 不同, 但 通过 上 式 联系 . 为 此 我 们 把 4' 称 为 伴随 算 子 。 但 有 如 本 
书 ; 为 了 方便 也 把 4 RALAT HUR 4*， 译 者 注 
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形式 ， 式 中 y* EZH I, CEARA f 而 唯一 定 
X. 显然 ， 石 》 变 化 时 , ZA fy 也 变化 , 从 而 元 y* 也 随 之 变 
化 。 这 样 我 们 得 出 一 个 算 子 
. y* = A*y 
定义 在 妃 上 具有 值 域 于 同一 空间 . 这 个 算 子 4” 与 算 子 4 由 
等 式 

(Axy) = (x,A™ y), (2) 
联系 ,并 称 之 为 算 子 4 33k T. TF 4* 电 公 式 (2) 唯 一 
EX. 事实 上 ,着 对 所 有 * y 有 

(Ax.,y)= (x,A*y) = (x,ArY), 

由 此 A*y = AŤ 
对 所 有 y, 这 就 是 说 A* = Af. 

容 多 看 出 ,这 里 引 人 的 共 扳 算 子 的 定义 与 第 四 章 对 Banach 
空间 情形 给 定 的 定义 形式 上 是 一 致 的 。 但 在 那里 我 们 假定 了 
Banach 空间 是 实 的 。 但 同时 认为 Hilbert 空间 为 复 的 。 然 而 
不 难 断 定 在 复 空 间 展 形 对 在 第 四 章 证 明 的 有 关 共 斩 算 子 的 定 
理 仍 成 立 ， 特别 4* 为 有 界 算 子 且 

la* || = iai (3) 

我 们 用 4** 代表 A* BJ JSE F, HFACHEE x,y 

€ H RNE _ 
(A*x,y) = (y, A*x) = (Ay. x) = (x+,Ay), 
由 此 A** = A, BI 4*** 一 4*” 等 等 . 
容易 证 明 
(A + B)* = A* + B*, 
(24)* =24*, 
(AB)* = B*A*. 

自 伴 算 子 ”线性 有 界 算 子 4 称 为 同伴 的 (或 到 米 的 "如 过 

A* = AÁ. 
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# l. Ænż 空间 一 线性 
TAMAR Ca) 等 同 ， 其 中 和 矩阵 的 元 为 复数 。 与 《ci 
共 箔 的 算 子 是 (2o)。 自 伴 算 子 是 埃 米 阜 阵 , 即 满足 a; 一 är 
的 矩阵 . 

EHRE Ca) 的 情形 自 伴 性 就 是 矩阵 的 对 称 性 ,、 

例 2. 在 L,[0,1] 内 对 以 K(z,s) 为 核 的 Fredholm 算 


T CURATE KCO.) 为 核 的 Fredholm 算 子 。 自 伴 
性 的 条 件 是 


K(1,s) = K(s, 1). 

在 实 核 的 情形 这 个 条 件 还 原 成 对 称 性 ， 

# 3. 在 空间 L.[0, 1] 内 考虑 算 子 4, 它 使 每 一 函数 
x(z)€ L,[0.,1] < Ax 一 zx (2) € L,[ 0.1] 与 之 对 应 . 易 证 这 
个 算 子 是 自 伴 的 . 

由 上 述 可 知 , 若 4 自 伴 且 4 为 实数 , 那么 14 也 自 伴 。 若 
4 与 B 自 伴 则 4 + B 也 自 伴 ， X AB 自 伴 当 且 仅 当 算 子 4 
和 B 可 换 。 最 后 也 不 难看 出 , Æ 4, 一 4 在 依 算 子 空间 内 范 
数 的 意义 下 收 全 或 在 按 点 收 伊 的 意义 下 成 立 , 且 所 有 A, 均 为 
自 伴 算 子 ,那么 4 也 是 自 伴 算 子 . 

我 们 考虑 (Arsy), AP 4 为 自 伴 算 子 。 作 为 x 和 3 的 
泛 函 ,并 把 它 记 成 4(x, y) 那么 它 满足 条 件 

4(oi + Bx2sy) = oA(x1,y) + BA(x1,Y), 


4(zy) = AGy, z). 
这 样 泛 函 称 双 线性 埃 米 型 它 在 下 述 意义 下 是 有 界 的 : 
 1AG.y)1 < C,ll=llllyll, 
式 中 C4 为 某 一 常数 《在 此 是 Ca = iall). 
Aki F PEP T APERA PF 224 eo EE KU , 


A(x, y) = (Axz,y) = (x,Ay). 
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反之 ,如果 给 定 有 界 双 线性 埃 米 型 ，4(*。，y) ,那么 它 产 
EAC AWAS 
A(x,y) = (Ax.v). 
事实 上 在 4(x, y) 中 国定 元 y, 我 们 得 出 * REZA. M 
而 
A(x,y) 一 (x,y*), 
元 y 唯一 被 确定 。 由 此 我 们 得 出 一 个 算 子 4 由 等 式 
| Ay = y* 
定义 。 由 此 
(x,Ay) = AGz.y) 
A 显然 是 线性 的 。 吻 证 4 为 有 界 算 子 ,事实 上 
[(x,Ay)| = |AG(z.y)] < Cl|=zllllyll. 
& x= Ay, HA Ayl 除 等 式 两 端 可 得 
layl < cC ,llyll. 
再 证 4 是 自 伴 的 .对 任意 x 和 y€ 五 我 们 有 | 
(x,Ay) = A(y, z) = (y, Az) = (Ax,y), 
由 此 4 一 4 B. A(z.y) = (Ar,y). 
二 次 型 ”在 双 线 性 埃 米 型 Ary) 中 令 y =x, RMA 
出 二 次 型 , 它 对 所 有 * 取 实 值 且 | 
Alax + 8y,ax + By) 一 atA xx) + aß Al x,y) 
+ apA(y,x*) + BBA(y.52. 
这 样 的 二 次 型 称 对 应 于 双 线 性 埃 米 型 4(x，y) 的 二 次 埃 米 
型 。 如 果 给 定 双 线性 埃 米 型 4(x,y)， 这 就 给 定 了 对 应 的 二 
次 埃 米 型 4(xryx)。 反 之 也 成 立 . 给 定 二 次 型 4(x,x), 那么 它 
唯一 确定 一 个 与 它 对 应 的 双 线 性 埃 米 型 4(x,y)。 这 个 双 线 
性 型 由 下 述 等 式 定 义 : 


Alx, y) = Z UAC) 一 A( x; x,)] 
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+ ;LA(x;,r,) — ACi z.)1), 
式 中 r= x+ y, x,=x— y, 
x= x + iy, x4 = x — 1, 
不 难 证 明 这 个 二 次 埃 米 型 Alass) 有 界 ; 即 
[4Cx,x*)1 < cz], 
= BAIX 3437689 Wk ht p K 3945 SF. 


& m= inf (Ax, r), M = sup_， (Axx), 


lI*1|= 


Rim RIM KIRE 伴 算 子 4 的 下 寞 和 上 和 者。 可 证 


lal = max (|m | , | M|) = zi =1 1(Ax,*)|. 
事实 上 , 令 lA = 1 可 得 

1(4x,x)| < lAl s iali = la. 
从 而 Ca = sup |(Ax,x)| < llAl. (4) 


EDET 
在 另 一 方面 对 任 一 y€ H 我 们 有 
(Ay,y) < C ,l|yll'. 
因此 如 果 z EHE—FT SBS SG, Bb Z < 
_ (laz LY: _ 1 
1 ( lz] ) 和 u A Az, 
我 们 将 有 


14zs = (AG). u) = " ((AGz + u),àz +u) 


— (A(1z — u),2z — u)} | 
< 一 Ca{ltz + ul? + las — all) 


| 


Cailla? + l|]; 


r 
peee] 


1 
2 
1 1 2 

L cafael + laz] 
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= Callzlll| Al. 


由 此 lAl < Calel, 
从 而 HAI < c , = sup. |C Az, < (5) 
由 (4) 和 (5 ) 得 出 所 要 等 式 ， 


由 上 述 证 明 可 知 ， 若 自 伴 算 子 4 和 B 对 所 有 x€ 昌 满足 
等 式 
(Axx) = (Bx,x) 


$2 保 苑 算 子 、 射影 算 子 


这 一 节 我 们 将 在 一 个 Hilbert 空间 内 考虑 两 类 特殊 算 子 ， 
线性 算 子 忆 称 为 保 范 的 ， 如 果 它 映 互 于 整个 吾 上 且 保持 
范 数 , 即 对 所 有 z € H, 
[Ul = lell. 《1) 
不 难看 出 这 个 映 象 是 一 对 一 的 。 因为 车 Ur = Ux,, 那么 
U(x 一 xx) 一 0。 从 而 
EZ — xal 一 IUCr, 一 x2) = 0, 
FÜ +, = x+,。 因 此 存在 逆 算 子 U t, 它 显 然 也 是 保 范 的 。 此 外 
由 等 式 (1) 有 
(UrsUr) = |lUx||: = |l? = (4,*), 
由 此 (U*Ux,x) = (x,x) = (Ex, x), 
在 此 以 及 本 章 以 后 我 们 用 互 代 表单 位 算 子 。 WART U*U 
久 瑟 的 二 次 型 相等 ,所 以 这 两 个 算 子 一 致 2 
U*U = F (2) 
以 7 及 7 依次 乘 等 式 的 左边 和 右边 可 得 


1) 对 任 一 有 界线 性 算 于 A, AT A*A 是 自 伴 的 ， 
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UU* = E, | (3) 
由 此 U* = U~, 由 (2) 也 有 
(Ux,Uy) = (x,y). ® 
反之 由 条 件 (27) 和 (3) 可 知已 为 保 范 算 子 。 因 为 由 它 可 知 存在 
U` = VU*， 从 而 一 对 一 地 映 且 于 HH 上 且 
vx = (Ur,Ux) = (U*Ux, x) = (x,z) = ||], 
即 忌 保持 范 数 . 
在 坐标 Hilbert 空间 1 内 : 了 矩阵 (u;) 可 作为 保 范 算 
FAT, R KIFER (w;j) 其 元 满足 关系 


> uriti = ijs D Mii = bije (4) 
k=1 {=1 


设 给 定 Hilbert 空间 互 内 线性 算 子 4 以 及 保 范 算 子 避 。 

aF 
B = UAU := UAU* (5) 

称 保 范 等 价 于 算 子 4。 由 等 式 (5) 看 出 保 范 等 价 于 自 伴 算 子 
的 算 子 也 是 目 伴 的 . 

容易 验证 相互 保 范 等 价 的 算 子 的 范 数 相 等 。 

现在 我 们 引入 对 以 后 说 来 很 重要 的 射影 算 子 的 概念 . 

设 工 为 玉 的 一 个 子 空间 , fE—J3 z € H 可 唯一 地 表 为 

y = y + z, 

式 中 ye L, z1L. 令 Px = y, 我 们 得 出 定义 于 全 空间 五 
的 菜 一 算 子 且 其 信 域 是 子 空间 工 。 这 个 算 子 称 射影 算 子 或 在 
子 空间 工 上 的 正 交 射 影 算 子 , 并 用 PL RAC. RIKERA P 


为 自 伴 算 子 其 范 数 等 于 一 且 满 足 条 件 PP = P. 
首先 ,P 是 线性 算 子 。 事实 上 , 设 x 


*) UW HTH LE. (Ux,Uy) = Crs y) 那么 这 也 等 价 于 上 是 保 范 的 . 
一 一 译 者 注 
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*, = y, + >x, H x; = y; + z;, 
AH yy € L 但 zsa L. EE 
axı + Bx; = (Gy, + 8y,) + (az, + 8z)» 
H. ay, + BYE L, azı + ezl L, 
由 此 P(exz, + Bz,) = ay, + By, = aPx, + 8Px;, 
此 外 由 正 交 性 
lel = ly + zl = (y + z,y + z) = ly + lel. 
从 而 lyi < liell, 
即 |Px < lll 
对 任 一 z*。 由 此 llPl < 1， 因 为 对 ze L 我 们 有 Pz = z, 
从 而 
Pxl| = ll, 
所 以 IPI = 1. 
RINER P EER PER -. iX x, M z, R HÉJIE SSE PN Ju B. 
yi Ñiy, ECNE L ARK. RITA 
(Pz;,z,) = (y: sx) = (y,sy2)5 
同 理 
(xisPx2) = Crs y;) = (7137y2)， 
从 而 (Pri,sz;) = (x,,Px,), 
最 后 因 Pr € L 对 任 一 x€ 已 .因此 
Px = P(Px) == Px 
*wIE— z€ H, RI 
| P: = P. 
现在 我 们 证 明 逆 定理 也 成 立 , 即 是 说 ,每 一 个 自 伴 算 子 
EWE =P, 那么 它 是 在 某 一 子 空间 工 上 的 正 交 射影 算 
+. 
KERNER y= Px 的 元 的 集 L, Rp r 通过 整 
修 互 。 由 于 算 子 P 的 可 加 性 及 齐 性 知 工 是 一 线性 流 形 。 易 证 
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是 闭 的 。 事实 上 ， 设 Yn yo y, € L, 所 以 y, = Px, 对 
#— <*. € H. WE 
Py, = Px, = Px, = Ype 

由 算 于 了 的 连续 性 可 知 由 y, 一 和 有 Py, 一 Py. 再 注 
意 等 式 Py, = y。 可 得 和 一 Pyo， 从 而 也 有 Yo = Py. É y 
€ L, 

由 算 子 了 的 自 伴 性 及 条 件 P' = P 我 们 有 

(x — Px,Px) = (Px — Px ,+) = 0. 

lt x — Px | Px. 
由 子 空间 工 的 定义 知 P 了 是 在 这 个 子 空间 上 的 射影 ,从 而 得 证 .。 
再 注意 一 下 , 工 是 由 满足 Px = x 的 所 有 这 样 x€ HAAR. 
由 证 明 也 可 看 出 ,者 了 为 射影 算 子 邢 么 1 一 了 也 为 射影 
aT. | 

现在 我 们 来 指出 射影 算 于 的 某 些 简单 性 质 ， 两 个 射影 算 
子 P 和 PP, 称 为 正 交 的 如 果 P.P, = 09， 这 个 条 件 等 价 于 PP, 
一 0。 因 为 若 PP 一 0， 那 么 《P,P,)* = P.P, = 0。 反之 也 成 
Me 
为 使 射影 算 子 P, #H P, 正 交 , 必 须 且 只 须 它 们 对 应 的 子安 
间 L, 和 L, 成 正 交 . 

事实 上 A PP; = 0, AX x € L, 和 x;€ 工 ;我 们 有 

(x132) = (Pzx,,Px;) = (PP sx2) = (0,21) = 0, 
反之 , 若 L.l L;,.BBZ EH P;x € L, 对 任意 z € H 8 P,P,x==0, 
即 P.P, = 0. 

引 理 1 和 wQ Pr R ETT 


名 + u o o% o e S í o í e o % % E S ə 


P. + PL, = Aw 
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必要 性 ， 设 


P = Pr, + P, 

为 射影 算 于 ,那么 
(P + PL, X = Pr, + Pe 
由 此 P, Pi, + PP,=0 
ER PL, 可 得 
P, Pr, + P, P.P, = 0, 

HAR Pi, 我 们 有 

PL PLPL, = 0, 
由 此 | PLPL, = 0. 

充分 性 ， 设 


Pr Pr, = Pr Pr = 0. 
于 是 (Pr, + PLY = Ph, + Pr» 
从 而 Pr + Pi, 是 射影 算 子 。 
由 于 条 件 PPh = 0, 所 以 子 空 间 L, i LEX. Ære 
H, 那么 
Px = P, x + PLx = x, + x; € L, + Ls (6) 
此 外 知 r = x, + x; 为 L,+ L; 的 元 ,那么 注意 等 式 Pr t= 
D, PL% = O, 我 们 有 
x = x, + x = Pr zx, + PLx 
= P, (x, + x) + PCr + x) = (Pr + P, )x, (7) 
H (6) (7) HI PJ L, +L, 上 射影 算 子 。 引 理 全 部 证 完 . 


| PLPL, = PL, Nle 
必要 性 。 因 P = P, P,, 为 自 伴 算 子 ,所 以 
P, Pr. = (P. PL,)* ==> Pú Pi, = PLPL,» 
这 就 证 明了 可 换 性 ， | 
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充分 性 。 设 Pr Pr, = PLPL» 那么 P = Pr Pr, 为 自 伴 算 

子 . 此 外 o 
(P, Pr >° = P, PLPL PL, = P} Pr, = P; PL,» 

从 而 了 为 射影 算 子 . 

设 * 为 五 任 一 元 。 于 是 

Px = PrPrx = P, Pr x 

同时 属于 L, 和 L,, 即 属于 LN La 

今 设 yE LNL WA 

Py = Pr CPL y) = Pry = y. 

所 有 这 些 是 说 P 是 LNL: 上 射影 算 子 。 引 理 证 完 . 

射影 算 子 P, 称 为 射影 算 子 P, 的 部 分 ,如 果 P.P, 一 PJ。 移 
到 共 轿 算 子 可 知 这 个 条 件 等 价 于 条 件 P,P, = P,。 由 定义 立刻 
知道 , Pi, 是 Pr 的 部 分 ,必须 且 只 须 子 空间 L, 是 子 空间 工 的 
部 分 . 

为 使 射影 算 子 Pi, 是 射影 算 子 Pi 的 部 分 必须 且 只 须 对 所 
有 xc 万 满足 不 等 式 

[Purl < (Pz ll. 
事实 上 ， 由 P, Pr. x = PL,x 可 得 
Pax| < |P; | IIP,,x|| < IP, x||. 

反之 , 知 这 个 条 件 被 满足 ,那么 对 任意 z€ L, 我 们 有 


Pix > llPi,xll = lel. 
而 且 因 为 也 有 
Parl < {lel 
所 以 lP: xl = lill. 
由 此 |Pz-. T|? = iel — jP, | = 0. 


从 而 z€ Li IJ Pizxr € L, 对 任意 xE H, 这 就 是 说 P. P, x 
=Pr,x, FD Pr Pr, = PL,» X ME M ERH. 
引 理 3 ”为 使 两 个 射影 算 子 的 老 P, 一 P, 是 射影 算 子 ， 
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必要 性 ” 若 PB 一 P, 是 射影 算 子 ,那么 
E — (P, — P) = (E — P.) + P, 
也 是 射影 算 子 。 由 引 理 1 我 们 有 
(E — P,)P, = 0 

Bh P,P, = Pa. 

充分 性 。 设 P E: P, RB. 3B2 E — P, MP EX, E. 
由 引 理 1 知 (E 一 Pi) 十 P, 为 射影 算 子 , 从 而 P, — P, 也 是 
射影 算 子 。 由 条 件 PiP; = P, 可 得 P 一 P, 和 P; 正 交 。 但 由 
同一 引 理 1 

Lp, = Lp -p, + Lps | 

得 所 欲 证 。 


$3 正 算 子 及 其 平方 根 


自 伴 算 子 4 称 为 正 的 , 并 记 作 4 > 0， 如 果 它 异 于 零 而 

HEITRI IAE 
(Axx) > 0 

对 任意 z€ H H 《Axx) > 0 至 少 对 一 个 z€ H. 我 们 说 自 
伴 算 子 4 大 于 自 伴 算 子 ,并 记 作 4 > B, 如 果 4 一 B> 
0. 在 此 情形 下 也 说 算 子 妃 小 于 算 子 A. 不 难 验 证 ,这 样 在 目 
伴 算 了 的 集 内 引入 的 顺序 关系 共有 下 述 性 质 ” 

1) #A> B, C> D, PA A + C > B + D, 

2) Æ A2> 0. a> 0. 那么 aA > 0, 

3) # A> B, B> C, RPA A > C, 


1) 不 等 式 42B 是 说 或 者 A>B 或 者 A=B, 


* 302 e 


4) 若 A>0 LACEE, RA A > 0, 


显然 ，44* 和 A*A 对 任 一 异 于 零 的 线性 算 子 4 都 是 正 
的 .特别 4 > 0 对 任 一 自 伴 算 子 4 去 0. 作为 正 算 子 的 例 
于 ， 由 最 后 这 一 事实 可 知 在 具有 维 数 为 正 的 子 空间 上 的 射影 


算 子 为 正 算 子 . 
定理 1 两 个 可 换 自 自 伴 算 子 4 和 的 积 也 是 正 算 子 * 
< 
Ai = A A, A Any = Á, — A 
| 4 | 
今 证 对 任意 fs 
0 < A, < E. 


ztn = 1 这 是 显然 的 。 设 (1) 对 # 一 成 立 ,那么 


(ARCE 一 Ax,x*) = ((E — Ar)Arx Arx) 之 0， 


= Bp ACE — A.) > 0, 
同 理 AlE — A > 0. 
因此 Arn = AE — Ar) + AE — A.) 2 0 
E E — Arn = (E — Ai) + Aš 2 0, 
从 而 (1) 对 a= k + 1 成 立 . 
此 外 我 们 有 


‘AA 二 A + An 
由 此 


A? = Á, 一 Ana < Al 


k=1 


(1) 


*) 可 能 出 现 4>0, B>0. AB= BA 时 AB = 0 (例如 A. B. 是 两 个 直 
交 非 零 闲 于 空间 上 的 射影 算 子 》 所 以 通常 把 A20 的 算 子 是 正 算 子 ， 定 


理 中 所 讲 到 正 算 子 实 际 上 也 是 指 420, 一 一 校 者 注 
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| (因为 An è 0), RI 


>, (Arr, Ara) S (Axr) 


k=1 
从 而 级 数 
>; hAxl 


WAH lAl 0 对 一 o. KE 
(ÈA |en Ae aw 
k=l | 


因为 8 显然 和 所 有 A 可 换 , 我 们 得 
(ABx,x) = |A|(BAz,z) 


= |lAl| im >; (BAr, z) 
“= k=] 


= ||4|| im 2 (BAr, A) > 0. 
” k=] 


定理 证 完 . 
HERRE, Æ 14,j 是 相互 可 换 的 目 伴 算 了 的 单调 
增 序列 , 且 每 一 A, 都 不 超过 与 每 一 4 可 换 的 自 伴 牌子 B， 
A <A,< e < A,<... < B. 
那么 序列 {4,} 收敛 于 自 伴 算 子 4 且 ÀA=< B。 同样 论断 对 单 
调 减 序列 成 立 . 
事实 上 ,考虑 月 伴 算 子 
C, = B — Ane 
这 些 算 于 是 正 的 , 相互 可 换 的 且 构 成 单调 减 序 列 。 从 而 对 m 
<n AT 
(Cam 一 Co)Cm 和 C,( C, — C,) 
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也 是 正 的 。 由 此 
(Chx ,x) > (C,,C ,x ,x)> > Ceira). 
单调 减 正 数 序列 (Chr, x)} 有 极限 。 由 所 得 不 等 式 知 
= n,m 一 > OO 时 ， (C,,C,x, x) 也 有 同一 极限 ， 因此 对 ny 
m — OO 
IC mr 一 C ,x||° 
一 (Cm — C a) Xs x) 
= (Chrx) — 2(C,,C ,x , *) 十 (CC2x xz) 
— 0. 
因此 序列 1C。x}, 这 就 是 说 序列 {Aaa} 对 任意 < W SK d 
某 一 极限 。 我 们 用 4x REC. 
Ax == lim Apt. 
显然 4 是 自 伴 算 子 且 满足 不 等 式 4< B. 这 就 是 所 要 证 明 
RJ. 
目 伴 算 子 B 称 为 正 算 子 4 WEHR sn B° = A. 


不 失 一 “级 位 可 没 < E, 
< Bo = 0, R 


Bu = B, +> (4A — Bl) 0,1,. (2) 


所 有 算 子 3。 显 然 是 自 伴 的 且 与 任 一 和 4 可 换 的 算 子 可 换 . 
特别 B ,B ,, = B, B ,. 不 难 验 证 | 
E—B, = T(E—B+-(E—- A (3) 
HB 
B, — B, = n [(E — B,-) + (E — B,)] 
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> (B, —_ Bn). | (4) 
由 (3) 可 得 B, < E 对 所 有 2”， 也 容易 证 明 B, SBa 事 
实 寺 ,对 wz 二 0 这 是 显然 的 ,这 是 因为 
x B= — A > 0= B. 


此 外 等 式 (4) 指 出 Bai — B,2 0 如 果 B,— B, I 2 0 的 
话 。 从 而 B, SBa 对 所 有 2z。 因此 4B,} 是 有 界 目 伴 正 算 
于 的 单调 增 序列 . x 

由 前 述 这 个 序列 收敛 于 某 一 目 伴 正 算 子 B. 

等 式 (2) 在 极限 情形 给 出 


B = B + — (4 — B!) 


FU B: = A. 

En., B 与 任 一 个 与 4 nun R| EE T 
B, 具有 这 一 性 质 。 因 此 算 子 B 具 备 所 有 的 性 质 .由 此 正 自 伴 
算 子 4 的 正平 方 根 存在 这 一 事实 得 证 . 

” 设 B, 为 4 的 另 一 正平 方 根 ,因为 Bi4 = AB, BIB, 与 4 
可 换 : 所 以 B.B = BB,。 所 以 若 * 为 H 任 一 元 , 且 y 一 (B 一 
B,)x, 那么 

(By,y) + (B,y,y) = ((B + B1)y,y) 

一 ((B + B)(B 一 Bi)x,y) 

= ((B: — Bijz, y) = 0, 
又 因 B 和 B, 为 正 算 子 ,所 以 (By,y) 二 《Bi1y,y) = 0, BAA 
B 为 正 , 所 以 B =C’, Ah CHERT. AF 

Hey = (C°, y) = (By,y) 一 0， 所 以 Cy 一 0. 从 而 

By = C(Cy) = 0. 同 理 By 一 0. 由 此 

IB, x — Bx| = ((B — B, )2x ,x ) 

= ((B — B.)y,z) = 0, 
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即 对 任意 +€ H 有 
Bx = Bx, 
平方 根 的 唯一 性 得 证 . 
例 。 在 空间 L;[0,1] AHAT 
Ax(z) = 1x(z#), 
正平 方 根 是 算 子 B， 其 中 
Bx(z) = 十 W £ xla). 


$ 4 日 伴 算 子 的 谱 


我 们 来 讨论 算 子 族 A= 4 一 +E， 其 中 4 为 自 伴 算 子 
H 4 为 复数 。 


由 第 三 章 4 5 定理 2， 可 知 若 le 区 ( 即 着 14|> 


IAD, 那么 4 为 算 子 4 的 正则 值 ， 从 而 算 子 4 的 整个 谱 含 于 
E 121 < AJ 的 内 部 或 边界 。 这 一 事实 对 任 一 个 作用 在 
Banach 空间 内 有 界线 性 算 子 成 立 。 对 给 定 在 Hilbert 空间 内 
的 目 伴 算 子 来 说 ， 下 面 我 们 将 指出 算 子 的 谱 的 更 为 精确 的 位 
置 . : 

各 4 为 目 伴 算 丁 ,那么 它 的 所 有 本 征 什 为 实 值 :因为 由 

Ax = ¿z 
可 得 等 式 
(Axx) = ¿(x.,x)s 

而 两 个 内 积 (Az, +) 和 (z, z) 又 均 为 实数 。 此 外 由 条 件 
A = A* 以 及 本 征 值 为 实 值 和 第 IV 章 $3 定理 2 可 知 对 应 于 
不 同 本 征 从 的 本 征 和 拓 量 相互 正 交 . x 

定理 1 为 使 :是 自 伴 牌子 了 的 正则 值 ， 必 须 目 只 须 在 


EER e EHE z€ H 8 


lAl = ||4z 一 az > elll. (1) 
必要 性 。 设 存在 有 界 算 子 Ri = 二 Ay. H 上 Ri == d. 对 
tE— rE H RIS 
lri = Riar] < dll Azril. 
由 此 


1 
|| Axl] = 4 Ixl. 


充分 性 。 设 
| y = Ax 一 47。 
式 中 x* 通 过 :及 于 是 3》 通过 某 一 线性 流 形 L。 由 (1) 知 * 和 
y 的 对 应 是 一 对 一 的 。 因 为 如 果 z, 和 zx, 映射 于 同一 元 y, 那 
Z _ 
A(x, — x;) — A(x — xr) = 0, 
因此 


| 1 
lx — zal < — lA — eall = 0. 


UE L EH NB. WKE MRRR MEERTEN z, e 
H Ë Go) 一 0 对 所 有 VEL, IREM, 
(x, Ax — x) = 0, 
从 而 由 4 的 自 伴 性 
(Ax — xto, xz) 一 0， 
这 一 等 式 既 对 任 一 *e H 成 立 , 所 以 
Ax, — Àx, = 0. 
对 于 不 等 二 零 的 n DK SSK I 1 KI CA 
则 自 伴 算 子 有 复 本 征 值 ) 也 对 实 值 ; 不 可 能 (否则 由 X 一 有 


1 
|z, | < — láz — 2xl| = o). 


° 308 å 


最 后 再 证 工 是 闭 的 。 设 {yy}CL,ys = Ax, HB. y, —> 
Yos H (1) 


|z, — zall < — JA, — Aizal = — l, — yall 
序列 S7; FW 92, AE Ai Nnm — ÇO 8 ly, 一 y| — 0, 但 


这 时 ra 一 x 韦 一 0 对 n, m — 0。 由 空间 肪 的 完备 性, 可 
知 序列 {ra} 的 极限 存在 : 


+ 一 lim Xas 


由 此 A = lim Ax, = Lm y, =y, 
PH y€ L. x 
L WAR EH WE X OB, MA L = 日。 此 处 对 应 
y = Aw 


又 是 一 对 一 的 ;所 以 存在 逆 算 子 
x = Ayy = Ry 
定义 于 全 空间 如上 。 不 等 式 (1) 给 出 


IR = lel < È larl = — llyll, 
即 R, 5 3-PL-T- B. 


1 
Rl < —. 
c 


推论 ”为 使 点 1 属于 自 伴 算 子 4 的 谱 ， 必 须 且 只 须 往 在 
序列 (rn) 使 


Ax, 一 JEJ) S Enlil tal ocn > Ü ,n — oo, (2) 
在 (2) 中 可 令 jx 中 一 1， 于 是 
Ax, 一 ixl > 0, lel = 1. (3) 


定理 2 EE o +i, 00, BARNAT 
4 的 正则 入. 
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事实 上 , 若 
y = A,x = Ax — ìt, 
JZ (yax) 一 (Axx) — 1(x ,x), 


(x,y) = (y sx) = (Ax,x) 一 i(x,*). 


由 此 
(zy) — (y,z) = Q — 1D(z,z) = 2:8|=l, 
或 
2|8| |z = [Gs9) — G,z)| < |Gz,y)| + Iye) 
<2|lylllzl. 
这 就 是 说 
lyi > lellei, EB lll > lill. (4) 


为 了 完成 定理 的 证 明 只 须 应 用 定理 1. 
定理 3 上 自 伴 算 子 4 的 谱 全 含 于 闭 区 疗 [m, M], AF 


m = inf (Axx), M = sup (4rx,x). 
IPE Iži 


由 前 述 定理 可 知 谱 仅 能 售 于 实 十 今 证 位 于 闭 区 间 [m , 
M] 之 外 的 实数 为 正则 值 . 
例如 设 >M, 12= M +d, 4> 0. 我 们 有 
(A irz,z) = (Axz,x) — Alx) < M(x,x)—1i(x, x) 
一 一 省 zx 下 ， 


由 此 |(Az,z)| > allel. 
` 在 另 一 方面 ， [|(A1r,x)| < llalli. 从 而 
lx] > alll. 
这 就 证 有 明了 4 为 正则 值 。 


同 理 可 以 考虑 1 过 m 的 情形 。 
定理 4 数 m 和 M 是 属于 谱 的 点 


RIINA M KE. 
首先 注意 ,如 果 把 算 子 4 换 成 A 那么 谱 向 左 平移 u, H 
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M 各 w 依 次 换 成 M 一 aK m — u, 因此 不 失 一 般 性 可 设 
0 魏 加 委 M .在 此 情形 下 M =la Ets). 我 们 
证 明 M 是 谱 的 点 ， 

事实 上 ,由 数 M = [al 的 定义 ,存在 元 列 {xr} llr |= 
1 使 | 
| (Axz,,,z,) = M — nsn —> 0 对 n>, 
此 外 ， 

lAr < lille = lal = M. 

因此 

laz, — M z, = (Arn, — Mx,, Az, — M =,D 

= || Axl? — 2M(Az,,x,) + Mš°llz,| 

< M? — 2M(M — 8,) + M? = 2M5,, 


或 (Arn — Mxz,| < V 2Mò,. 
由 此 lAr, — M<x,| — 0 lel = 1, 
FH EB 1 推论 得 所 欲 证 . 


推论 每 一 自 伴 算 于 均 有 非 字 说 *. 


例 1， 知 4 为 单位 算 子 E， 于 么 它 的 谱 仅 含有 一 个 本 征 
值 1。 而 且 对 应 的 本 征 元 所 成 的 空间 H = H. 对 4 天 1, 算 


+ R, 一 一 是 有 界 算 子 . 


#l2. 定义 《LIL2[0,11 一 L,[0,11) 的 算 子 4 如 下 
AzG) = xG), 0=< =< 1. 
显然 m = 0, M < 1。 我们 证 明 区 间 L0, 1] 的 所 有 点 属于 算 
+ 4 的 谱 . (由 此 更 可 得 M = 1). | 
事实 上 , OSs 考虑 区 间 [714, 2 + £] (或 


1) 在 Banach 代数 理论 [7] 中 可 以 证 明定 义 在 任 一 Banach 空间 上 的 任 一 
有 额 算 子 的 谱 均 不 空 ， 
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[4 — s,1]) 并 设 它 含 于 [0,1], 令 


l zelnate], 


8 

nO UY 对 z€[21,2 + el. 
因为 

| Xs(t) dt = |: 1 dt = 1, 

0 À E€ 
所 以 x(t) € L, 0,11]. EAJ = ], 
此 外 Axt) = G — 21)=,(z), 
由 此 


1 A 二 EE g? 
Ax. (D ||? = — | — lřdt = =, 
ERAOJ - j, (z ) dt 3 


对 e 一 0 我 们 有 4yx.l 一 0. 从 而 对 0 委 1 委 1 的 2 是 
谱 的 点 。 

同时 算 子 4 没有 本 征 值 ， 事 实 上 ， 

Axt) = (z — 42z(2). 

如 果 Arl) = 0, WA G 一 1)xG) = 0 在 10, 1] 歼 遍 成 
Vr, iu *zG) 殖 遍 为 零 ， 
不 变 子 空间 ”空间 互 的 子 空间 工 称 为 算 子 4 的 不 变 子 空 
Hj i£ z€ L gir Az€ L。 我 们 举 一 个 不 变 子 空间 的 例 
f. 设 1 是 算 子 4 的 本 征 值 ，N; 是 与 此 本 征 值 相对 应 的 本 
征 元 的 全 体 再 加 上 零 元 ， 那 么 N， 是 不 变 子 空间 ， 因 为 由 等 
A Ax = Ax, 可 知 rE N, 时 4xecNi。 

如 果 工 是 算 子 4 的 不 变 子 空间 ， 我 们 也 说 工 约 化 4。 我 
们 来 证 明 目 伴 算 子 的 不 变 子 空间 的 某 些 性 质 ， 

1°*. 由 工 的 不 变 福 可 知 它 的 正 交 余 M = H— L. 的 不 变 
H. 

设 *€ M. RRE (x,y) =0 对 任 一 y€E L. E Ay 
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NT 


| rf 


(3 T “av s a r = 


EFLI ye L. 所 以 〈x,4dy) = 0， 从 而 由 4 的 自 伴 性 可 


得 《Ax,y) = 二 0 对 任 一 yt L. 由 此 4x€ M. RRE. 

用 Gi 代表 算 子 A, WER, ME y= Az 一 4x 的 所 
有 元 , 式 中 4 为 本 征 值 . 

容易 验证 H = Gi 十 Ni。 事实 上 ,如 果 ?6 G,, z€ Ni 
那么 

(y ,1) = (Az — ru) = (x, Au — hu) (x,0) = 0. 

从 而 G: 上 Ni. 若 ye G, H y€G,, WBA y= Im y,, AH 
yI € Gi. WEA (nou) 一 0 可 得 


(ysu) = lim (Ynot) = 0, 


从 而 G, LN. 
今 设 (yu) 一 0 对 任意 yE G. WE— re 日 可 得 
0 = (Az — Mu) = (x Au — ìu), 


由 此 Au — j = 0 B|) we Ni. 
随 之 N, = HG, = H-= G,, 
这 就 是 所 楼 证 有明 的 ， 


由 性 质 10 以 及 刚才 所 证 明 的 可 知 G 是 自 伴 算 子 4 的 不 


FFH. 


用 六 代表 所 有 子 空间 N, 的 正 交 和 ,或 算 子 4 的 所 有 本 征 
元 的 闭 线性 包 ，。 这 也 是 给 定 的 算 子 的 不 变 子 空间 。 # H| 
分 ,那么 在 每 一 N, 内 可 以 构造 本 征 元 的 有 限 系 或 可 数 完全 规 
范 正 交 系 。 因 不 同 的 N 内 的 本 征 元 相互 正 交 , 所 以 把 这 些 系 
并 起 来 , 我 们 得 出 本 征 元 {x。} 的 规范 正 交 系 , 在 空间 N 内 完 
<=. . 

算 于 AfEA2ET2E]H] L WE 2 Y —£+ (L — L) 内 算 子 
Ar， 即 是 说, 对 z€ L, Aa = Ax, 不 难 验 证 AL 也 是 自 伴 
Te 
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2” 洛 不 变 于 空间 志和 双 构 成 相互 正 交 余 ; 那 么 算 于 4 的 
WERT 4z 和 Au 的 谱 的 后 集 并 ， 

设 4 是 算 子 Ar R Au 的 谱 的 点 ， 那 么 存在 元 {x,}CL 
《相应 地 CM ) 使 

lx = 1 Arar o. 
但 Arasta = |Air RIE 7 属于 算 子 4 的 谱 ， 

今 设 1 既 不 属于 算 子 41 的 谱 ， 也 不 属于 算 子 4w 的 谱 . 
那么 在 在 正 数 c 使 对 任意 y€ L 和 zse M 

lal = larl > cllyll, lzl > cllzl, 
但 任 一 元 + EH 可 以 写成 
r=y+s, y€ L, z€ M, lell = lyi? + lll’. 
由 此 
larll = || Ay + Az] = AAP + lAl’) 
> (iy? + iel)? = cllxll. 
所 以 1 不 是 谱 的 点 . 

点 谱 和 连续 谱 ”我 们 已 经 说 过 ， 空 间 瑟 可 以 表 为 两 个 空 
则 的 正 交 和 :空间 入 一 一 目 伴 算 子 4 的 所 有 本 征 和 天 量 的 集 的 
闭 线 性 包 一 一 及 其 正 交 余 。 空间 N 是 算 子 4 的 不 变 子 空间 ， 
XE. ATA 的 谱 是 算 子 An 和 Ae 的 谱 的 并 。 算 子 Ay 
的 谱 称 为 算 子 4 的 点 谱 ?。 算 子 A 的 谱 称 算 子 4 的 连续 谱 . 
若 N 一 已 ， 算 子 4 称 有 具有 纯 点 谱 的 。 若 妃 一 G, 那么 4 
的 谱 称 纯 连 续 的 . 

具有 纯 点 谱 的 算 子 设 目 伴 算 子 4 具有 纯 点 谱 .。 于 是 
_N 一 及， 从 而 在 五 内 存在 闭 规范 正 交 系 的 本 征 元 {x,}: 

A<, = hx, (5) 


D 算 子 4 的 点 谱 常 指 它 的 所 有 本 征 值 的 人 金 体 ， 依 照 我 们 的 定义 、 我 们 把 本 
征 值 所 成 的 集 的 聚 点 也 轨 入 点 请 ， 
D) 自然 设 昌 是 可 分 的 ， 
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每 一 元 re H IRA Fourier 级 数 


r 一 > Cat, (6) 
z = 1 


式 中 c, = (z ,z,). 
用 P, 代表 由 下 式 定 义 的 射影 算 子 : 
| Px = (x, x,)x, = Coxn 
(P, 是 在 直线 1x,, 一 00 < z < 十 co 上 的 射影 算 子 )， 
公式 (6) 可 以 写成 


x = Ex = > Pox x 


或 者 写成 算 子 的 形式 
E = >P, (7) 
容易 看 出 x 
P,P, = 0, m = n, | (8) 
由 (5) 和 (6) 
Ax 一 > ¿,c x, = > ¿,P z | (9) 
(因为 lal < lal, RAR >; acy Bë Xa 的 有 限 而 有 
EE). x 
写成 算 子 的 形式 (9) 式 为 
A= > P, (10) 
由 (9) 和 (6) 可 得 
(Ax, z) = >, 1，c2 。 (11) 


这 就 是 说 ,我 们 还 原 二 次 型 (Ax,x) 为 平方 各 ， 
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公式 (11) 也 可 以 写成 
(Axsx) = > hlPaxsx), (12) 
今 设 1 不 含 于 本 征 值 的 集 (z, 的 闭 包 . 那么 存在 常数 
d> 0 #Ë |2— ,| >d. 我 们 有 
Ax = (Á — AE)r == > (4, — 4)P,<x, 


由 此 再 据 (8) 可 得 


Rx = Ax, x = > 


1 
P, x 13 
E — 14 C13) 


或 者 由 于 Pax = cnxn, 


Ri = 2- 二 za， 


因为 
Cy < | c, | > 
4, — À d 
所 以 
1 i= l|. 
s Ras} (X 2) =}, 
或 
EA < 
从 而 4 不 属于 谱 。 我 们 可 以 把 (13) 写成 
1 
ki= Oa (14) 


我 们 这 样 推 导出 来 的 公式 完全 类 似 于 # 维 空间 的 二 次 型 
和 对 称 ( 埃 米 ) 短 阵 的 公式 ， 不 同 之 处 仅 在 于 把 有 限 和 换 成 无 
穷 级 数 。 
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D. Hilbert 在 他 的 工作 [8] 中 第 一 个 发 展 了 上 自 伴 算 子 和 
对 应 的 二 次 型 《Ax, z) 的 理论 ,而 把 后 者 看 作 zn 个 变 元 的 二 
次 型 当 > 一 co 时 的 极限 ， 当 >” 无限 增 大 时 。 有 限 和 既 可 如 
以 上 的 论述 成 为 无 限 和 ,也 可 以 成 为 有 如 下 述 的 积分 表达 式 . 
这 对 应 于 出 现 点 谱 和 连续 谱 ， 讨 论 过 的 纯 点 谱 的 情形 由 于 它 
类 似 于 有 限 和 的 情形 而 特别 简单 。 在 同一 工作 中 ,Hilbert B| 
人 了 一 类 具有 纯 点 谱 的 算 子 一 一 重要 的 全 连续 算 子 类 . 现在 
我 们 在 此 推导 与 第 六 章 一 般 结 果 相 独立 的 有 关 全 连续 算 子 的 
谱 的 离散 性 的 证 明 ， 

定理 5 自 伴 全 崇 续 等 子 了 的 谱 中 凡 蜡 于 零 的 点 均 为 其 
FER. 

设 14 关 0 是 算 子 4 的 谱 的 点 ,那么 存在 元 列 (z, CH 使 

le = 1, JAz,— àx, > 0. 

或 者 令 Axs 一 4xs = y,, Yal 0, RHA 


x, = n (Axa 一 Ya). 
算 子 4 变 序 列 {x,} 于 紧 序列 {4xs}。 因此 存在 收敛 子 
序列 {Arn} ZTE 
tng = — (Aën — Yng) (15) 
Ek. 2 rar. 那么 Ara Az, 此 外 yw 一 0， 所 
以 由 (15 ) 可 得 
x= Ar, 或 Ax = ìr, 
À 
这 时 ,由 . 
lell = Hm l,ll = 1, 


所 以 * 是 本 征 元 ;而 1 则 为 对 应 的 本 征 值 ， 
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推论 1 每 一 自 伴 全 连续 算 子 至 少 有 一 本 征 什 . 


这 个 结论 可 由 刚才 证 明 的 定理 和 定理 4 的 推论 得 出 . 
推论 2 目 伴 全 连续 算 子 4 的 每 一 非 零 不 变 子 空间 工 合 


t 和 


事实 上 , 随 着 .4 算 子 4zeE( 工 一 工 ) 也 全 连续 ， 这 个 算 
于 由 推论 1 具有 本 征 值 2。 从 而 在 工 内 存在 算 子 Ar 的 本 征 
元 ,而 它 也 是 算 子 4 的 本 征 元 ， 

WES 自 个 全 活 纺 算 子 具有 纯 点 江 、 

事实 上， 与 所 有 本 征 元 正 交 的 不 变 子 空 间 C 为 零 。 因 为 
在 相反 情形 下 ,由 推论 2 它 将 含有 本 征 元 ,这 与 它 的 定义 相让 
E. 
0 IRA. 

这 个 定理 是 第 六 * 章 $ 2 定理 7 的 特例 。 但 我 们 可 以 给 它 
以 一 个 简单 的 独立 证 明 . 

事实 上 ， 如 果 存 在 不 同 本 征 值 的 无 穷 序列 {4,} 使 |4,| 
”之 c > 0, 那么 对 应 的 本 征 元 x，， lr = 1， 由 其 正 交 性 将 

有 . 
| Az, 一 Axmll = lanta — 1, | 
= 1: + 2% > 2c’ 

式 中 2 和 和 ， 但 在 这 样 情形 下 序列 {4r} 不 是 紧 的 ,这 与 4 
HERETJE. 


55 目 伴 算 子 的 请 分 解 


单位 分 解 ” 现 在 我 们 把 $ 4 公式 (7), (10) (14) 推广 到 
任 一 自 伴 算 子 . 
引 理 ” 设 4 和 了 为 可 换 自 伴 算 子 且 A= B, SPRE 
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在 算 子 4 一 B 的 零 于 空间 上 的 射影 算 了 于， 那么 


2) 由 Ax == 0 可 得 > i 

3) A = (2P — E)B. 

设 工 是 算 子 4 一 B 的 零 子 空间 ， 且 设 P 是 在 这 个 子 空 
同上 的 射影 。 独 y€ELKL 且 C 与 4 一 B 可 换 , BA Cy 也 属于 
L, 这 是 因为 x 

(4 — B)Cy = C( á — B)y = 0, 
因此 对 任 一 x6E 万 丰 CPzr€ L, JAI 


PCPx = CPx, 
BẸ PCP = CP. 
同 理 C*P = PC+P， 
H Ik: PC = ( C*P)* = (PC*P)* = PCP, 
从 而 CP 一 PC， 这 就 证 明了 1) 
今 设 Ax 二 0. 于 是 
|B<|? = (Br,Bxr) = (Bx,x) = (Ar ,x) 
= |l Az] = 0, 
PH Bx 二 0。 因此 
(4— B)x = 0, 
M n Px = x, 
所 以 (2) 也 得 证 . 
最 后 ， 
(A — BXA +B)= £ — R=), 
因此 对 任 一 > 
| (A+ B)D<€ L, 
从 而 


P( A + B)>x* = (A + B)><x, 
BR P(A + B) = Á + B. 
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XW PRL4 一 8 一 (4 一 B)P 一 0， 所 以 
P(A + B) — XA — B)= À + B, 
HJ: 4 = QP — E)B. 
引 理 全 部 证 完 ， 
定理 1 二 H AT “69 E f 


2) AE, > 0, ECB, )< 0, 
3 ) £ Ax = 0, 则 ] Ezr = x. 
设 E, 为 射影 算 子 , hik iH TiAT 4 一 B 的 零 子 空间 
上 , 式 中 B 是 4 的 正平 方 根 。 由 引 理 立刻 可 知 1) 和 3) 被 满 
足 ,特别 4E, 一 E.A H BE, = E.B. 又 由 同一 引 理 有 
A= (2E,.— E)B. 
从 而 
AE, = BE, > 0, A(E — E.) 
= —( E — E,)B <0, 
这 是 因为 两 个 可 换 正 算 子 的 积 也 是 正 算 子 。 定理 1 证 毕 ， 
我 们 注意 ,由 等 式 4 = (2E, — E)B 可 得 


BE, - (4 + B), 


由 此 
AE, => (4 + B), 


A(E — E) => (4 — B). 


AF AE, 记 作 A, 称 为 算 子 4 的 正 部 分 ， 算 子 4( 一 
E,) 记 作 4_ 称 为 算 子 4 的 负 部 分 ,这 时 有 
A= A. + A. 
例 1. 设 4 是 ”= 维 对 称 矩 阵 具 有 本 征 值 4., 42,，…， Aas 
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式 中 Ais 4¿.. 5 Àk < 0 ， 4 -19 A, 2" * > 4, > 0, 由 线性 代 
数 可 知 4 保 范 等 价 于 对 角 抵 阵 


0 Ü 0 
(1312 14514450) = Az 
| 0 0 0 -+--- 23 
BN A = U(1,; À; `" "5 Àk» ÀAk+is ,A UT, 
由 此 A, 一 U(0, 0,:，.., 0, Àk+i9 . ° -aJU 


A- = U(2., ha tea k 0 OUT 
鲍 2. 设 4 是 L, —1,+1] KAER 
Ax(t) = zxz(t) 
定义 的 算 子 。 于 是 


I Axli) = 信人) x(t), 4_xCt) 一 tC) x(t). 
2 2 
定理 2 每 一 本 人 EAA 1， 


1) H AC = CA 可 得 EiC = CE, 对 任 一 A, 

2) E, < E,, 如 果 4 < z, 

3) E, 强 左 连续 ， ËD Ei-o = Ers 

4) E, =0 对 一 0 <} < m,E,=E H M < ¿1<+o°, 


起 中 四 和 M 依 次 为 算 也 4 的 下 界 和 上 界 ， 
算 子 族 (E,) 称 为 由 算 子 4 所 产生 的 单位 分 解 . 
证 明之 前 先 举 两 个 例子 . 


例 1. AE n RARE 
A = Uais àz ,4 U”, 
AP ULUL < ¿,. W ce; 是 对 应 于 本 征 值 4; 的 本 征 
矢量 于 是 对 1; 二 14 ns AT E; 是 在 由 Cis C29° ° * > @; 
所 产生 的 i 维 子 空 间 上 的 射影 算 子 。 对 4 二 1 有 E,=0, 
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对 1 > 4, 有 FE, = E, 

#| 2. 设 L, —1,11 内 算 子 4 由 下 式 给 

Arlt) = mx(z), 

TEE =pl) R p = 0 % z > 1,g IG) = 1 
对 上 < 和 1. 显然 对 1 一 一 ! # E, = 0 E# 24 > 1⁄6 E, = E, 

现在 我 们 回 到 定理 的 证 明 。 设 4 为 任 一 实数 且 设 4 一 
A 一 14E。 令 E; 代表 射影 第 子 E — Ea), Eh E)E 
依 定 理 1 对 算 子 4 一 +4E 构造 的 射影 算 子 . 

条 件 1) 显然 满足 ,特别 地 ,由 此 可 知 对 任意 4 和 ws E, 和 
E, PJ, 

我 们 来 考虑 条 件 2)。 为 此 来 看 射影 算 子 

P = E(E— Ea)» 


其 中 14 二 ww， 我 们 有 
Ej = E(E — E,) = EE — E,) = P (1) 
同 理 (E — E P = P (2) 
此 外 依 E, 的 定义 我 们 有 
(A— NE)E<0 x (3) 
(4 — E)E 一 E,) > 0. (4) 


对 任意 z€ H 令 Pz 一 ”由 (LU 和 (2) 我 们 有 
Ey = EPx = Px = y, 
同 理 (E E ,)y = Y. 
由 (3) 和 (4) 
((4 — 1E)y,y) = KA —1E)Ey,y) < 0, 
(CA — uzE)y,y) = (C(A — zE)XE — E,)y,y) 2 0. 

由 第 一 等 式 减 去 第 二 等 式 得 

| (Ce — 1)y,y) < 0, 
或 (a — 1)|y | < 0 
由 此 再 注意 到 4 < Ap 可 以 肯定 y = Px 一 0， 而 xz 为 互 任 一 
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. Aim P = 0, R 
E,(E — E,) = E, — E,E, = 0 
这 就 证 有 明了 条 件 2) 被 满足 . 
考虑 数 直线 上 半 开 区 间 A= [4,x)， 对 射影 算 子 ECA) 
=E, — E, 我们 有 
E,E(A) = E(A), 
(E — E DECA) = E(A). 
因 之 . 
(4 — pE)E(A) = (4 — zE)E,E(A) < 0, 
(4 — 1E)E(A) = (A — 1EXE — E,)E(A) > 0, 
从 而 
1E(A) 委 4F(A) 委 ApE(A)， (5) 
现在 我 们 回 到 条 件 3)， 对 任意 x H, 表达 式 (Err, z) 
是 1 的 非 减 函数 。 因 此 Lm (Ex,*) 存在。 由 此 得 
|E,z — Exll’ = ((E, — En)x,x) 
| = (E,x,x) — (Exx) — 0 
对 4 < x<, #8 24, — n. Mas r € H IFE 


-HA 一 0 


容易 验证 Bu_。 是 射影 算 子 。 我 们 来 证 明 
E a-o = Ep. 
令 E(A.) = E, — Epu- 
我 们 有 
E(A) = E, — E, > E(A) 对 1 一 4 一 0 
上 式 在 按 点 收敛 意义 下 成 立 。 在 不 等 式 (5) 中 取 极 限 , 这 显然 
是 可 能 的 ,可 得 
LECA,) = AE(A.). 
今 设 * DHELE y = ECA). 由 前 面 等 式 我 们 有 
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(4 — pE} = 0, 
由 此 握 定 理 1 条 件 3) 可 得 E.y 一 0， 此 外 
E,E(A) = ECA), 
由 此 取 极 限 可 得 
E,E( A.) = E(A.). 
从 而 ECAo)xz = E,E(A)r = Eny = 0, 
因为 * 是 五 任 一 元 ， 这 就 是 说 ECAo) = 0。 从 而 条 件 3) 被 
PE. P 
证 明 条 件 4) 被 满足 是 没有 什么 困难 的 。 设 4 二 m H. 
E, = 0. 那么 存在 这 样 * 使 Err # 0, $ Ex = y, RAI 
有 E, 一 y， 而 且 可 设 lyi = 1. 由 此 
(Ay,y) — 2 = (Ayy) 一 47 = ((4 — 1E)y,y) 
=((A —1E)Eiy,y)< 0 
Rp 
(Ayay) =< ¿ < m, 
mX EA m BJ M48238. 从 而 E, =0 %F 2 < m. HE 
连续 性 也 有 E, = 0. 同 理 可 证 E, = E X 1 > M. 
自 伴 算 子 谱 分 解 
定理 3 ”等 式 


4 一 | dE, (6) 
RY. RAPRA EARARERT E s AARAA F 


RENEA Le, M + e), e> 0 被 分 害 为 半 开 区 加 
AliyAz A... A; 一 [Aks y). 对 每 一 半 开 区 间 Az H GIR 


1) 依 E, 的 定义 、 算 子 4 一 AE 的 零 元 属于 于 空间 La HEX R. 如 本 
F, 这 样 定义 使 算 子 4 一 AE 的 零 元 含 于 Lins RITI ARRERA E 
EA 1), DA WAE 将 右 连 续 ， 
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们 有 
ECA) < AE(A,) < ECA). 
对 所 有 k= 1,2,:-::, 5 求 和 并 注意 
> E(A:) = 上， 
k= 1 
可 得 
> BECAY SAS >) mE). 


设 >, 20 [Ak pek) 内 某 一 数 , 则 


2 (r 一 vE CA) < A — 5 v ECA) 


< > (mu — p41) ECA). 
令 max (pk 一 44) 一 5， 则 由 这 些 不 等 式 可 得 


— óE < Á — >  w]E (A.D < 8E. 
k=1 


即 
— 6(x,7+) < (4 — > T er) 
<lr, x), i 
由 此 可 得 
| A 一 5 vrE(A || < 9， 
即 E 


7t 


M +e 
A = lim > vE (A) = | àdEz. 
>% k=1 m 
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这 就 是 所 要 证 朋 的 。 对 于 全 连续 算 子 这 个 公式 还 原 成 $4 公 
ACO). 

注 .因为 算 子 序列 {4,1 如 果 在 算 子 空间 内 一 致 收 化 意义 
下 趋 近 于 算 了 于 4， 那么 14.} ERARANTA. 而且 二 次 型 
《4sx,x*) 也 收敛 于 二 次 型 《4x*xz).、 由 此 据 定 理 3 可 得 


一 Mte 
1) Ax = lim > y E(A,; Dx = | Aldb x, 


k=1 


2) 对 任意 x € H. 
(Ax,x) = lim > vil ECA; xax) 


M+g | 
— | adl Ex t). 


算 子 函数 , 预 解 算 子 , 谱 。，F(4) 的 定义 。 现 在 我 们 定义 
形 如 


| FOJE, 


的 积分 , 式 中 Fa) 为 [mM] 上 任 一 复 值 阶段 水 数 ,和 而 {E41) 
则 是 由 自 伴 算 子 4 所 产生 的 单位 分 解 。 WR 加 为 此 函数 的 
间 吻 后 ,我 们 规定 

FC) = F(t + 0). | 
扩张 F(2) 于 半 开 区 间 [m, M + s) 而 令 Fa) = F(M). 
设 在 A, 一 [Mk k). K = I, 2, n 上 令 Fap) = > E. 
设 


U A, = [m,M + e). 
k=1 


依 定义 令 
| FQ)4E, 一 > ECAR). 
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容易 看 出 ,我们 也 有 等 式 
|” FOE = 21 RECA), 


AH A 为 任 一 部 分 半 开 区 间 而 在 其 上 F(4) 为 常 值 ,而且 这 
些 区 间 的 并 为 [w,M + e). B+ |” FOE 记 作 PCA) 
并 称 它 为 与 实 变 函数 FA) 相对 应 的 算 子 ARARA, HER 
们 得 出 实 变 函 数 的 阶段 函数 与 算 子 4 的 函数 之 间 的 对 应 。 
这 个 对 应 具有 以 下 性 质 : 
1) # 
F(4) = a F,(4) + BFE), 
则 F(A) = <F,( A) + F4) 
《对 应 的 加 法 性 )。 
2) £ 
| F (1) 一 F,(4)F,(2). 
出 F(4) = F(A)F,(4), 
(对 应 的 乘法 性 )。 
3) FC4) 一 [FC4)] ， 式 中 函数 上 的 一 模 记 号 代表 取 
SB tiga RR. x 
4) IFCI < max] FG), 
5) WHE AB = BA 的 任意 有 界线 性 算 子 8B 有 F(A4)B 
=BF(A). 
x 为 了 证 明 性 质 1) 和 2), 分割 半 开 区 间 [m , M +e) 为 
部 分 Az. 在 其 上 两 个 函数 F,G) 和 F,G2) 229 8 8 , 那么 对 
F(14) = oF(4) + 8F,(2) 
我 们 有 x 


FCA) = > Gal” + BPEC) 


° 327 ° 


= a > PECA) + p Y PECA) 
k=1 k=1 


一 xcPi(d4) 十 8PF2(4 )， 
X% FA) 一 F,G)F,G(2), Hk = 1 BJ ECAR ECA.) E22 
我 们 有 | 


1 


F(A) = > PPE) 


k=1 


一 P ck E co | P cP ECA) | x 


= F,(A)F,(A). 


此 外 
(F(A)z,y) = [> ECA, y 
k= 1 
ano N 
> FECA | 
= (x, F(A)y), 
由 此 
[F(A)]* = F(A). 
最 后 由 
|(F(A)z,z)| = | P ceECAt)z， s) 
k=1 
< > | |(E(AOz,2) 
< max| F(2)]| (zx,z), 
可 得 


IIF(A)|| = sup (F(A)zx,x)| < max| F(2) | , 
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性 质 5) 是 显然 的 。 

由 F(A) 的 定义 可 知 ECA) = ral), EP +*,(2) 是 
半 开 区 间 人 入 的 特征 函数 ， 令 设 Fa) 为 Im, M] 上 任 一 连 
续 函 数 . 扩张 它 于 半 开 区 间 [m,M 十 s) 而 令 F(2) = F(M) 
对 2E (M,M + 6). 存 在 阶段 函数 序列 F,(4) 在 [m,M +e) 
上 一 致 收 线 于 Fa). 考虑 对 应 的 算 子 图 数 F,(4) 我 们 有 

IF,CA) — F,(A)|| < max! F,,(2) — F,(2)| — 0 
对 n, m 一 oo。 由 算 子 空间 的 完备 性 存在 算 子 

B = lim F,( A), 
依 定义 令 | 
B 一 | FOJE. 


以 后 我 们 仍 用 F(4) RE BEREA K ER D WE #⁄ PB 
数 FO) 相对 应 的 算 子 4 的 函数 。 不 难 验证 FC4) 的 定义 不 
依赖 于 收敛 于 FA) 的 序列 {F,《4)} 的 选取 ,而 且 性 质 1) 一 
5) 对 连续 函数 也 成 立 。 特 别 我 们 有 


Mte 
A" m | PaE n=, 12 


预 解 算 子 ”在 实 变 函 数 与 算 子 函数 之 间 的 对 应 可 以 广泛 
地 应 用 来 解释 自 伴 算 子 的 一 系列 性 质 ， 特 别 是 它 的 详 性 质 ， 
现在 我 们 仅 限于 下 述 三 个 定理 . 

定理 4 为 了 对 给 定 的 k PERRET 

R, = (A — xE)", 

只 须 满 尽 下 述 三 条 件 之 一 : 

1) 2 非 实数 ， 

2) 2 在 闭 区 间 [m ,M ] 之 外 ， 

3) 如 果 he [mM ]， 那么 存 存 半 开 区 间 le 8), a< 
L < P 使 在 其 内 E, RRE. 

在 所 有 情形 下 
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对 十 8 
R, ~ | JE, 


" Ja 0 一 2 
事实 上 ， 在 前 两 个 情形 下 ,函数 
JQ) 一 一休 


对 任意 小 的 s 在 [mM +e) 内 连续 ， 因 此 
| dE, W (2 1 dË, _ J. JE, — E, 


m À — ho Jm 
而 且 因 为 
Mte 
J (1 — 1)4E, = A — LE, 
所 以 W dE, = Rp. 
m À — L 


在 第 三 情形 下 , 分 害 半 开 区 间 [mM + e) 为 三 个 半 开 
XE im, a), [a, 6) 和 [6, M + e). 设 在 [mw, a) MIL, 


M + e) 内 令 pla) = ° 再 设 p(2) Æ Lla, p) 内 为 线 


性 的 且 pla) 一 一 


Z? p8) = = 六 
由 于 在 [æ D 内 E, 取 常 值 ,所 以 
| saE: = 0 
对 任意 函数 4(4) 成 立 ; 因 此 可 以 写 


M +š M+E 
j. p(2)45, — | dE, 


À — Ào ° 
从 而 
Mtes dE, Mte _ — 
|. wa F (4 1)dE, E, 
HERA Ri, FEEST 
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| dE, 
m À — ¿o ° 


FIRI [es D), 8 Z 2 DABIEN ER C 
对 任 一 z € 日 取 等 式 
(A — WE) = | (a — 1)4dEx. 
并 在 其 两 端 以 算 子 R, E(A) 作用 ,其 中 A = [c,0) REH 
一 半 开 区 间 而 含 于 其 内 部 。 我 们 得 
FE(A)z 一 Ri 人 | Q 一 lo)4Eizj。 
由 此 | 
IECA)zll < ||R,, 


| (4 — dEr. 
但 多 证 
| (1 — WdE || < ellECA)zl, 
AHR e = max(8 一 加 ,一 a)。 从 而 
LECS] < cllRi IEC. 
今 取 半 开 区 闻 [a, 8) 充分 小 使 Rall < — 由 此 我 们 


得 
|E(CA)zl < > IECA)zll. 


但 这 式 只 有 E(A)x = 0 才 可 能 。 BA AHE w, 所 以 
FE(A) 一 0。 由 此 更 有 E(A) 一 0 对 任 一 半 开 区 间 ACA, 
这 就 是 说 Ei 在 [c, 8) 内 为 党 值 . 

由 定理 4 立刻 得 出 自 伴 算 子 4 的 正则 点 的 集 为 开 集 ， 从 
而 自 伴 算 子 4 的 谱 是 位 置 在 实 直线 上 闭 集 ( 实 Banach 空间 内 
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任意 有 界线 性 算 子 的 谱 的 闭 狂 已 在 第 三 章 证 明 ). 


自 伴 算 子 的 本 征 值 
定理 6 为 使 ,为 自 伴 算 子 4 的 本 征 值 ,必须 且 只 拓 h 
E F 的 间断 点 ， 
必要 性 ， 设 对 某 一 z 关 0 
Ax, 一 lot = 0. 
于 是 (( A — bE tisto) = 0, 
PA Tin 


| (à — Yd Errox) = 0, 
因为 够 积 函 数 非 俩 县 《Exxosxo) 单调 增加 ,所 以 
| (1 一 2o)22(Eixosxo) = 0 
对 任 一 半 开 区 闻 [a, 8) 成 立 。 特 别 对 任 一 ss 二 0 
J. | (à — 12) 4(E,zosz 6) = 0, 


lte 


而 且 因 为 在 积分 区 间 上 Q 一 4) > e, PrEl4548 


Mte 
e“ |. . d( Eixosx0) = e° [(mo z) 一 (E, 4exoyzo)] == 0. 


由 此 

(xos xo) 一 (E, +sX0, Xo0) = Ü 
RI Ey + o == Xo. (7) 
同 理 | 


J": (a — A) d( E zo,zo) == 
由 此 再 考虑 到 En = 0 可 得 
E , -exo0 = Ü (8) 
由 (7) 和 (8) 有 | 
(Erte — Er-e)to = zo, 


e 332 € 


再 由 e 的 任意 性 可 知 
(Ey + — E,.)xo = Xo 
从 而 1, 确 为 E, 的 间断 点 ， 而 且 本 征 元 x 属于 与 射影 算 子 
Bo 一 了 对 应 的 子 空 间 . 
充分 性 . 设 Erno En BR m 属于 射影 算 子 Enu- 
E, ,对 应 的 于 空间 ,于 是 
x (Er, +0 一 E, )x; = Yo. 
即 x 属于 空间 Ls, 在 空间 Le, 内 的 正 交 余 ， 因 此 
| E, +oxo = Xo E xo = 0. 
由 此 更 有 
Ez = z, % 2 > X 
从 而 
E(A)x, = x 
对 A = [slt Ee) 


但 这 时 
À ta 
Ax, = AE(A)x, == | ld Fro, 
+e 
À t 一 WELA)? = | ¿L dE xo, 
由 此 
4 +e 
Ax. -一 Aoko = | (4 -一 N10)dExo. 
从 而 


lAr 一 Xoroll < elECA)zoll 入 sx， 
而 且 因 为 s 是 任意 的 ,所 以 
J| Ar; 一 xl = 0. 
我 们 也 顺便 看 到 ， 算 子 ;wo Er, HETHLIREDNEA 
间 由 算 子 4 的 对 应 于 本 征 值 2, 的 所 有 本 征 元 所 组 成 . 
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$6 无 界 算 子 、 定 义 与 基本 概念 


在 以 前 的 几 节 中 我 们 考虑 的 是 定义 在 整个 _Hilbert 空间 
上 的 线性 有 界 算 子 。 然 而 有 许多 非常 重要 的 线性 算 子 就 不 
满足 这 些 条 件 。 例 如 微分 算 子 

d 


A = “Z 
| dt 


就 是 这 样 的 情形 ， 它 仅 定义 在 有 导数 且 导 数 平方 可 和 的 这 样 

一 个 在 Li[ 一 x,x] 内 稠密 的 函数 集 上 . 而且 微分 算 子 在 这 

个 集 上 无 界 。 因 为 对 函数 xs(z) 一 sinnt 我 们 有 
|4=,| = nlll. 


如 果 算 子 4 定 义 在 互 内 釉 密 的 集 上 且 有 界 的 话 ， 那 么 4 在 此 
集 上 当然 连续 ， 从 而 它 可 以 依 连 续 性 唯一 地 扩张 到 整个 空间 
E. 

对 某 一 类 算 子 有 上 述 反 定 理 成 立 . 

定理 1 如果 线性 算 子 4 定义 在 整个 空间 妃 ， 而 且 对 五 


t ë è> p: è 8 Ñ o G & b G Ó + . 


内 所 有 = 和 ?有 等 式 Ursy) = (*。47) 成 立 ,那么 4 有 界 


从 而 连续 ， 
如 有 果 不 然 , 那 么 存在 序列 {ra} CR 使 
lell = 1 E lAr ll — o. (1) 
RTA A 


fa Cx) = (Ax, xn) = (x ,Az,). 
它 是 可 加 且 齐 性 的 。 此 外 
[Cx)| = |[(Axz,x,)| < HAli = lel = cr. 
由 Banach-Stcinhaus 定理 ,这些 泛 函 的 范 数 依 全 体 有 界 : Ifall 
<c. 但 ifl = HAz,l|, 由 此 lAr se. 而 由 (1) 这 是 不 
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可 能 的 ， 由 这 人 一 矛盾 定理 得 证 #。 

以 后 我 们 将 讨论 定义 在 一 个 在 妃 内 稠密 的 线性 流 形 
D(A)CH 上 的 算 子 4 且 设 其 值 域 也 含 于 同 空间 , 之 外 也 设 它 
Æ D(A) 为 线性 的 , 即 对 任意 raye DCA) 和 任意 数 e, 0 有 

Alax + 8y) = adx + BAY. 

集 D(A) 称 为 算 子 4 的 定义 域 、 集 RCA) = AD(A) 称 
为 算 子 4 的 值 域 , 两 个 算 子 的 4 和 B 称 为 相等 的 ,如 果 D(4) 
一 D(B) B. 4x = Bx 对 任 一 x€ D(4). 算 子 B 称 为 算 子 
4 的 扩张 , 且 4 称 为 的 限制 ,如 果 D(4)CD(B) H Ar = 
Bx 对 任 一 x€ D(A4)， 这 时 我 们 记 成 ACB. 

设 4 和 B 是 两 个 线性 算 子 依次 以 DCA) 和 D(B) 为 定义 
域 . 设 L = D(A)ñnD(B). 那么 在 线性 流 形 工 的 元 上 两 个 
算 子 都 有 定义 。 算 子 

(4 十 Byxr 一 4x 十 Bx <x€L. 
称 算 子 4 与 B 的 和 流 形 工 常 含 零 元 ， 所 以 不 空 。 但 非 平凡 的 
算 子 和 仅 对 工 含 有 异 于 零 的 元 而 言 。 这 点 注意 也 适用 于 以 后 
的 定义 ， | 

SWE D(A) 内 存在 子 集 D 使 Axe D(B) 对 任 一 +€ b. 
那么 在 D 上 定义 了 算 子 B SED EET 4 的 积 

(BA)x == B(Ax). 
同 理 可 以 定义 积 AB. 

如 果 算 子 4 一 对 一 地 鼎 DCA) 于 RCA) 上 ， 那 么 存在 道 
算 子 47! 具有 定义 域 R( A) 和 值 域 D(A4). 可 能 有 R(4)= 
H R. 4- 有 界 , 尽 管 4 可 能 为 无 界线 性 算 子 。 反 之 ,有 务 线 性 
算 子 4 也 可 能 有 无 界 逆 算 子 。 例如 第 三 章 $ 5 的 例子 就 是 这 
样 一 些 例子 ,如 果 把 它们 看 做 L,[0.1] 内 的 算 于 有 的话. 


O 上 面 所 说 的 这 个 在 应 用 上 重要 的 定理 称 HHellinger-Toeplitz 定理 ， 它 提 
供 了 一 个 无 界 算 于 一 般 仅 能 在 五 的 一 个 秽 密 线性 集 被 定义 ， 一 一 译 阁 注 
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共 轿 算 子 ” 设 4 为 线性 算 子 且 其 定义 域 D(A) #EH N # 
E. 如 果 内 积 (Ax, y) 对 给 定 的 y 和 任意 <€ D(A) 可 以 
写成 

(Ax,y) = (xz,y*) (2) 
的 形式 的 话 ， 那 么 我 们 说 y Bi ARM PK + BO yE X Eh 
D(A*), 而 共 圈 算 子 本 身 由 等 式 
A*y = y* 

定义 。 

因为 D( A) 依 假设 在 五 内 稠密 ,所 以 元 y" 由 等 式 (2) 唯 
一 被 定义 。 不 难 验 证 D(A*) 为 线性 流 形 且 A* 为 线性 算 于 ， 
往 意 , 共 斩 算 子 的 定义 域 非 空 , 因 它 稼 含有 零 。 

例 , 设 H = L*(G), 0 xoy LAF WE 


域 .我 们 考虑 算 于 4 一 oy * 它 定义 在 具有 直到 1 阶 的 


连续 偏 导 数 且 在 G 的 某 一 边界 带 形 ( 随 函数 而 异 ) 内 为 零 的 所 
AAR g(x, y) 所 成 的 集 D(A4) 上 ,而 且 此 集 在 LOREM 
ZA. WA DC) E LLG) AME, 所 以 在 在 共 力 算 子 A*. 
依 第 二 章 $5 的 定义 可 知 D( A*) ERG 1 阶 广义 导数 的 函数 


plesy) 的 全 体 , 且 4* 为 广义 微分 算 子 Ap 一 Be 


线性 算 子 4 定义 在 DCA) 上 称 为 对 称 的 , 如 果 对 任意 z, 
y € D(4) 有 等 式 
(Az,y) = G, Ay)” 
对 有 界 算 子 的 情形 ， 算 子 4 的 对 称 性 的 概念 与 它 的 自 伴 
性 的 概念 一 致 。 但 对 无 界 算 子 来 说 ， 有 如 我 们 将 在 以 后 看 到 
的 那样 ,这 两 个 概念 是 不 同 的 ， 


* 注意 ,必须 要 求 DCA) 在 已 内 秽 密 ， 一 一 译 者 注 
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有 如 有 界 算 子 的 情形 ， 为 了 4 对 称 必须 且 只 须 (Ax， x) 
对 任 一 re D(A) 为 实 。 显然 对 于 对 称 算 子 来 说 关系 yE 
D(A) mÈ y€ D(A*) 而 且 对 yE D(A4) 有 

Aty = Ay. 

因此 4* 汪 4A4， 即 对 于 对 称 算 子 4 来 说 , RS JESa PL -F- E: zB 
扩张 **) 

不 难 验证 ,如 果 ACB, 那么 B*CA*. 

3 如 果 算 子 4 ”存在 ， 且 和 4 一 样 有 稠密 的 定义 


y € D((4™)*). BAIE *€ D(A) 有 
(x,y) = (A Ar,y) = (Ar,(A™ Ny). 
由 此 (A4™')*y€E D(A*) H 
A*ÇCA y = y. (3) 
同 理 , 若 x eD), y'€ D(A*),. BA 
(xay) = (AAZ sy) = (A x AY'), 
由 此 ,有 如 以 前 可 得 4*y' 6 D(( A) H 
| (A Ay = y', (4) 
由 等 式 (3) 和 (4) 可 知 (4 存在 且 等 于 (4 or 
可 以 证 明 
(¿A)* = iA*, 
(A + B)*DA* + B*, 
(AB)*5OB*A*, 
现在 末 考 虑 一 下 两 个 算 子 的 可 换 性 问题 。 设 4 为 线性 算 
子 具有 定义 域 D(A) B B 为 有 界线 性 算 子 。 我 们 说 B 与 4 
可 换 , 如 果 由 *ED(4) 有 BxreD(4) B. 4Bx 一 BAx. 更 
一 般 的 情形 是 两 个 无 园 算 子 的 可 换 性 ,这 在 以 后 册 讨 论 ， 


# 反之 也 显然 成 立 ， 一 一 译 者 注 
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”我 们 册 引 人 一 个 定义 。 设 4 和 妃 为 线性 算 子 且 设 4 与 每 
一 个 与 B 可 换 的 有 界 算 子 可 换 . 

在 此 情形 下 ,我 们 说 4 与 算 子 B 共 可 换 . 

HAF. 算 子 的 闭 包 无 界线 性 算 子 4 不 具有 连续 性 ， 
由 <, > ro RER H Ar) 趋 于 茶 一 极限 。 然而 不 少 无 
务 线 性 算 子 共有 一 种 较 弱 性 质 ， 它 多 多 少 少 可 用 以 代替 连续 
性 ， | 
设 4 为 线性 算 子 以 DCA) 为 定义 域 ， 如 果 由 条 件 (z,)C 
DCA), xs > to Ar, > Yo 可 得 

| z€ D(A) H y, = Axos 
那么 称 算 子 4 为 闭 的 

作为 闭 算 子 的 例子 ,可 以 举 出 任意 线性 算 子 的 共 纯 算 子 ， 

事实 上 , 设 y,€ D(4*) H 

y, > yo, A ys — zo, 
对 任 一 re D( A) 我 们 有 
(x, A*y,) = (Ax, Ya) > (Ax, y). 
fE22— 5 El 
(z,A*y,)— (Xs20), 

所 以 (Ax, Yo) = (x, zo) 
对 任意 z€ DCA). 由 此 可 知 y € D(A*) E. A*y, = zo, 

表述 的 偏 微分 算 子 是 非 闭 算 子 的 一 个 例子 。 

我 们 说 算 子 4 具有 闭 包 或 说 4 是 可 闭 的 ， 如 果 存在 闭 算 
子 B 而 为 4 的 扩张 ( 即 3 二 4). 在 可 闭 的 算 子 4 的 不 同 闭 扩 
扩张 ， 算 子 4 的 极 小 闭 扩张 称 4 的 闭 包 并 用 万 代表 它 。 对 
任意 可 闭 算 于 的 闭 包 的 存在 及 其 唯一 性 我 们 不 氟 给 出 证 明 . 
我 们 仅 限 于 对 称 算 子 的 情形 ， 
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用 D(A) 代表 这 样 元 z€ H 的 全 体 ， 对 于 它 存在 序列 
{xs}E D(A) 使 
x, > Xy Ax, >Y 
HHY. 
显然 D(A) 为 线性 流 形 且 DPC4)CD(4). 对 re D(A) 


令 _ 
Ax = y. 


这 个 定义 的 7 是 唯一 被 确定 的 。 因 设 (x,yCD(A) 为 另 
一 序列 使 
x, > x, Ax; > Y. 
于 是 由 对 称 性 可 知 对 任 一 Ac D( A) 有 | 
(asy — y') = im(h, Axa — Axa) 
== lim (42, x, — Xp) 
= (Ah,x — x)= 0. 
因为 D(4) EHME, 所 以 7 一 多 ， 算 子 4 显 然 是 线性 的 而 
且 为 4 的 扩张 ， 
算 子 4 是 对 称 的 ,因为 对 任意 x, y€ D(A) 
(z, Ay) = lim(z,, Ay,) = lim(Az,,y,) 一 (Ax,y). 


| 算 子 4 是 闭 的 ， 事实 上 ， 设 {x»} CDCA) H *,— zx, 
Ar, — y. IÑ r, E D(A)， 所 以 存在 元 x; € D(A) 使 


|z, — Z| <, lAr 一 4x 省 二 二 . 
#z 71 


但 这 时 xz 一 * Az, — y, MA z€ D(A) B. Az = y. X 
由 集 D( A) 以 及 算 子 4 的 定义 而 来 的 。 
至 于 4 是 算 子 4 的 极 小 闭 对 称 扩 张 是 因为 每 一 元 x€ 
D(4) 必须 含 于 算 子 4 的 任 一 闭 扩张 的 定义 域 ， | 
由 上 述 也 同样 得 出 4 的 唯一 性 . 
注 、 可 以 证 明 ,如 果 4 是 对 称 算 子 4 的 闭 包 ,那么 (2)? 
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== A*. 

因为 4C4， 所 以 〈4)#*C4*。 我 们 只 证 相反 包含 ， 

iz y€ D(A*) 且 * 为 DC4) 任 一 元 。 我们 有 

(Az,y) 一 lim(Az,,y) 一 lim(z,, Ay) = (xA*y). 

这 个 等 式 是 说 y € D((A)*) E. (A) *y = 4*y, 即 是 说 A*C 
(4)*. 

算 子 的 图 像 X Yu - but Ri P.I KH 6 = =, 
我 们 引入 算 子 的 图 像 这 一 概念 。 

我 们 考虑 Hilbert 空间 互 和 它 自 身 的 直 和 H, 即 元 对 == 
{xy}, z€ H, y€ 的 全 体 并 具有 通常 的 线性 运算 。 此 外 
对 各 ,2& H 我 们 借助 等 式 

ER 22) = (xis x2) + (Y1sY2) 
来 定义 它们 的 内 积 。 不 难 验 证 ， 内 积 的 所 有 性 质 对 它 成 立 ， 
此 外 Hilbert 空间 其 余 的 公理 也 满足 ， 所 以 至 也 是 一 个 Hil- 
bert 空间 。 

设 在 空间 互 内 给 定 线性 算 子 4, 形 如 

{x, Ax} xe D(A) 
的 元 的 集 @,( A)CH 称 为 算 子 4 的 图 像 . 

容易 看 出 6,(4) 是 H 内 一 个 由 算 子 4 唯一 确定 的 线性 
流 形 。 反 之, 如果 对 两 个 算 子 4 和 3 有 6,4) = (B), BD 
Z A=B. 最 后 也 不 难 验证 为 了 算 子 4 是 闭 的 ， 必 须 且 
只 须 6,(4) A AAFS. 

在 得 内 考虑 算 子 0 定义 为 

U{x, y} = {y, — z), 
显然 入 一 —Ë B Ü*= 一 分 , 所 以 

U*U = UU* = Ë, 
即 六 为 保 范 算 子 ， | 
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引 理 没 4 CR 其 定义 域 pA 41) EHAM 


设 z= (>, ye Ë U(G,C AD). 这 就 是 说 
({x’,y'},{Ax,—x})=0 
对 任 一 xe D(A). 由 此 
x (x, dx) == (y',z). 
从 而 xe D(A*) E y = A*=x=', {x y'ye @( A*) 
把 上 述 推理 倒 推 上 去 可 知 ， 若 {rsy Ye @(CA*), WA 
此 元 和 DCG,(4)) 任 一 元 成 正 交 。 引 理 证 完 . 
定理 4 设 4 为 闭 算 子 且 DC4) 在 互 内 稠密 ， 那 么 
D(4*) PEH GEF 信 面 唯 二 定义 了 (4** = 4**. 这 时 
A** = 
因为 4 闭 ,， 所 以 4) EA RHENE. 这 就 是 说 
Ü(@(A)) 也 闭 。 因 此 
ñ = U(%@,(A))16,(A*). (5) 
作用 保 范 算 子 7 于 等 式 两 端 且 首 先 注意 到 DO) 
一 和 G6(4)， 其 次 再 注意 到 保 范 算 子 把 正 交 元 换 成 正 交 元 ,所 
以 有 
(EP = Ñ = @(A)+Ü(6,C(A*)). (6) 
现在 证 D( A*) 也 称 密 。 不 然 的 话 ， 存 在 异 于 零 的 元 y € H 
£ D(A*) EZ. 元 y = {0,yo} 于 是 和 D(6,CA*)) EZ, 
这 是 因为 对 任 一 {y,4*y}e 6,(A4*) 有 
({0,90}, Diy, A*y}) = (0, A*y) — (Yoy) = 0. 
由 此 (0,y)€ @( A), MT y = do 一 0. 这 个 矛盾 得 出 定 
理 的 证 明 . 
因为 D(A4*) 稠密 所 以 4** 唯一 确定 ， 为 了 证 明 等 式 
A** 一 /4 只 须 利用 关系 式 (5) 和 引 理 


义 的 算 子 4 是 可 闭 的 ， 在 此 情形 下 4** 一 4. 
若 4 有 闭 包 4, 那么 依 定理 41(4)** = A. IB (AY = 
A*, 所 以 《了 )#* 一 4**， 由 此 A** = A. 
设 4** 存在 。 应 用 (5) 式 于 4* 可 得 
Ë = U(6@,(A*))16,(A**). (7) 
在 另 一 方面 以 算 子 Ü 作用 于 等 式 
ñ = Ü(6,( 422 +16,( A*), 


可 得 A = D(@,CA*))-+L6,(A). (8) 
比较 (7) 和 (8) 可 得 6,(A4)CG,(A**),， 即 4 容许 闭 扩 张 
A** 

不 变 子 空间 ， 约 化 性 ”对 无 界 算 子 也 可 以 引入 不 变 子 空 
间 的 概念 ， 

子 空 间 工 称 算 子 4 的 不 变 子 空间 ,如果 

1) 由 re D(A) Æ Pre D(4) (P = P,), 

2) H z€ D(A)D L 可 得 Are L (BH PAPz = APr 对 
所 有 <€ D(A)). 


由 1) 和 D(A)= H 可 知 D(A4)NL 在 工 内 稠密 . 


我 们 证 明 ， 对 无 界 对 称 算 子 来 说 ， 由 工 的 不 变性 可 符 


M = HL 的 不 变性 。 事实 上 , 设 z€ DCA) ËB. z = x, + x; 
其 中 z€ L, z€ M. 因为 工 为 不 变 子 空间 ，xe DCA) 而 
且 因 D( A) 为 线性 流 , 所 以 z; 一 x — z, € D(A). 
此 外 若 z€ D(A4)NM HYI% DAAL 任意 元 , 那么 
x | (Axz,y) = (x,Ay) = 0, 
”这 是 因为 Aye L B zl L. 因此 元 4x 55 D(A)NL EX, 
而 且 再 由 这 个 流 形 在 工 内 稠密 ,所 以 Az LL, 由 此 Az € M. 
如 果 工 是 算 于 4 的 不 变 子 空间 ， 我 们 也 说 工 约 化 A. 
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这 个 空间 上 的 身影 算 邓 了 SATH. 
设 工 为 不 变 子 空间 。 那么 如 果 z€ DCA), MWA Pre 
D(A) H Pre D(A) YL. 依 工 不 变性 的 条 件 2) 我 们 有 
PAPx = APx, (9) 
因为 4 ERETT. MAHL 也 是 4 的 不 变 子 空间 。 因 此 
有 如 以 上 
(E — P)A(E — P)x = A( E — P)x, 
打开 括 弧 后 再 简化 可 得 
PAPx = PAx. | (10) 
由 (9) 和 (10) 可 得 PAx = 4Px， 这 就 证 明 4 与 有 界 算 了 于 
P 的 可 换 性 . 
反之 , 设 4 与 P 可 换 。 那么 首先 由 x€ D(A) 可 得 Pre 
D(A). 
此 外 对 *e DAJAL 我 们 有 
Ax = APx = PAz, 
好 Axe L, XER T L ËJ S 33. 


$ 7” 自 伴 算 子 .对 称 算 子 的 扩张 


线性 (不 一 定 有 界 ) 算 子 4 称 自 伴 的 ， 如果 4 一 4#. 由 
此 定义 立刻 知道 每 一 自 伴 算 子 都 是 对 称 的 。 以 后 会 看 出 , 反 
之 不 一 定 成 立 ， 

关于 有 界 自 伴 算 子 的 谱 的 一 套 基本 性 质 同样 地 可 以 移 至 
无 界 自 伴 算 子 。 如 自 伴 算 子 的 所 有 本 征 值 为 实数 而 且 与 不 同 
本 征 值 相对 应 的 本 征 元 相互 正 交 ， 点 4 为 算 子 的 正则 值 当 且 
仅 当 存 在 数 。 使 x 

C4 — 2E)=]| > cllxll. = (1) 

对 任意 z€ DC(4)， 例 如 我 们 来 证 明 这 后 一 论断 。 
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设 1 为 正则 点 , 那么 存在 有 界 逆 算 子 .R= 二 (A 一 4E) ， 
因此 
zl = ||R,CA — 2E)=l| < RNCA ~ 414E)xll, 
我 们 由 此 得 出 (1)， 其 中 e 一 TET 反之 , 设 (1) 被 满足 . 
我 们 仍 考 虚线 性 流 形 L， 它 由 形式 如 y= 二 (4 — 1E)=z, x€ 
D(A) 的 所 有 元 所 组 成 。 由 (1) DCA) 与 工 是 一 对 一 的 。 
又 工 在 互 内 稠密 。 如 果 不 然 ， 那 么 在 五 内 存在 元 x= 0 使 
(zo y) 一 0 对 任 一 》E 工 , 或 
(ros Ax — Ar)=0 (2) 
对 任 一 re DCA). 由 (2) 可 得 x 
(Ax, x.) = (x, Ár). 
但 这 就 是 说 x€ D(A*) = D(A) H 
A*x, = Ax, = Àx. 
同 于 有 秀 算 子 的 情形 的 推理 可 知 这 是 不 可 能 的 。 
取 后 再 证 工 是 闭 的 . 设 {y,}CL H y, x. # Y, = 
AixXn, 那么 由 (1) 


1 
|z, — Xml < P: lily, -= yml| , 


由 此 |z, 一 "| 一 0;, 由 算 子 4 的 闭 性 ( 共 斩 算 子 必 为 闭 的 ) 
= limz, € DCA), yo = Axxos 


这 就 证 明了 工 是 闭 的 *.。 点 4 的 正则 性 的 证 明 同 于 有 界 算 子 
的 情形 . 


推论 1 AES RT Tipi, ATER na 


ry 


J ELI i <+ 


推论 目 伴 算 于 的 正则 点 的 集 为 开 集 ， A oK aca 


t <“ 5 * G g g Ó o p S 9 P. o p S 5 + s. 


的 谱 位 置 在 实 轴 上 . 

x 对 称 算 子 的 扩张 理论 设 给 定 对 称 算 子 4， 依 假设 其 定 
X D( A) E Hf, 

如 果 4 不 闭 , 可 取 其 闭 包 。 因 此 我 们 以 后 设 4 是 闭 算 子 ， 
-现在 我 们 来 描述 某 些 构造 算 子 4 的 对 称 扩张 ， 特 别 扩 张 对 称 
算 子 为 自 伴 算 子 的 一 般 方法 ， 

设 B 是 算 子 4 的 对 称 扩张 那么 由 4 CB 可 得 B*CA™， 
但 因 BCB*。 所 以 


BCA*. 
因此 算 子 4 的 每 一 对 称 扩 张 总 是 它 的 共 罗 算 子 A" 的 部 分 : 
D(B)CD(A*), By = A*y 对 y€ DCB). (3) 


因为 B 为 对 称 算 子 ， 所 以 对 任 一 ye D(B), (By, y) 为 实 
的 . [E (By, y) 一 (4*y,y)， 因 此 DCB)CT， 其 中 代表 
D(A*) 内 这 样 元 的 集 *， 对 于 它 二 次 型 《4*y, y) 取 实 值 , 

ZUR L IREME ME R 

 D(A)CLcCT, 
那么 由 等 式 
By = A*y 
在 KL 上 定义 的 算 子 B 是 4 的 对 称 扩 张 ， 

设 L, 是 形 如 y= 二 (4 十 iE 的 元 所 组 成 的 线性 流 形 ， 
其 中 i 为 虚数 单位 , 且 z 通过 整个 DC). RINER L, 是 子 
空间 。 由 简单 的 计算 可 得 

C4tiE Dx = lAl + iell 
由 此 [CA + iE)xl 2 iell 


1) 集 荆 不 构成 线性 流 形 ， 
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今 设 y,= C +iE)en H Yayo WBA llya 一) 一 0， 
从 而 lea — tnl 0 对 n, m— o. HHH BJ 5 $ EE nj 3 

因此 我 们 有 xr EDCA), rx,— xo Az, = y, — ix, > 
Yo 一 zxo。 因 为 4 是 闭 算 子 ， 所 以 roe DCA) B. Ar = y — 
¿Xo W y € La BIE L: 的 闭 性 得 证 . 

元 z 与 子 空间 L, 正 交 当 且 仅 当 对 任 一 x € DCA) 

(z, Ax 十 zz) 一 0， 
或 (Ax,z) = (riz), 
BH z€ D(4*) H 4*z = z, 从 而 工 ;的 正 交 余 是 子 空间 
N, N, 是 算 子 4* 的 与 本 征 值 i 相对 应 的 所 有 本 征 元 所 成 的 
子 空间 . 
H = L,+N,. | (4) 

同 理 H = L_ 4N. (5) 

引 理 1 对 和 A* BERDAN 


. ù S è ù 'OCs--L.  @*@* y 9 * D 9% 


D(A*) = DCN, Ni (6) 
设 7 为 D(A*) 任 一 元 ,我 们 考虑 元 4*y 一 iy， 由 (5) 
A*y — iy = (Ax — ix) + Z. 
注意 到 等 式 Ax = A*x 和 A* Zo = — ig0 由 前 述 头 系 可 得 
* — > — É ;; = ;( y — x Z * — 1 ;; 
a* (y > .] (y ) +š + a> = š, ) 
= i(y — +) + 和 一 二 让 一 
= ;( y 一 x) + 二 名 
= ;(y — x) + > 一) 
..346 ° 


— n. TE i He 


( 1 入 ) 
2 


y— x — > i# = z€ Ni. 


从 而 


由 此 令 — j2 = š 可 得 


y = r + +z: + š. (7) 
这 就 得 出 元 ? 的 所 要 的 分 解 。 今 再 证 这 个 分 解 的 唯一 性 。 设 
y = x, + z, + z, (7,) 
为 同一 元 3》 的 为 一 分 解 。 于 是 
(z — x,) + (z — z.) + (£ — Z.) = 0 (8) 
以 算 子 4* 作 用 等 式 (8) 的 两 端 可 得 
A(x — x) + ;(z — z)— ił — 2.) = 0 (9) 


(8) 式 乘 以 :再 由 (9) 式 减 它 可 得 
[A(x — x,) — (x — x,)] — 2;(£ — Z,) = 0. 
这 个 等 式 左 边 的 项 是 正 交 的 
A(x — x) — ¿(x — x) L 2i(g — 2). 
由 此 
2:(š — 21) = 0, 

或 8 = Z,. FEE z = z. A z = x,, SEEE. 

我 们 可 取 任 一 非 实数 4 代表 虚数 单位 这 样 我 们 得 出 
另 一 分 解 

D(A*) = D(4)ÐN N. 

对 不 同 4 子 空间 N; 和 Ni 一 般 是 不 同 的 。 然 而 可 以 证 明 , 如 
果 1 含 于 上 半 平 面 ， 那 么 Ni 的 维 数 5 N; BJ 35 3 — E 
Ni 的 维 数 与 N. 的 维 数 一 致 。 子 空间 N, 和 N 的 维 数 称 为 
ARTHA. TZEN: 及 N-; BASTAN] 

引 理 2 为 使 元 y € DCA*) 属于 集 TOT 代表 D(A*) 
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BEITE Cay, 9) 取 实 便 ), 必 须 目 只 须 在 分 好 (7) 直 
中 有 等 
lzi = izl 
RY. 
事实 上 , 若 y= 二 x 十 zz 十 那么 
(A*y,y) = (A*x + A*(z + Dr + (z + 2)) 
= (Ax, x) + (Ar, z + š) + (A*(z + 2),x) 
+ (A*(z + z),z +Á š). 
因为 《4xsr) 为 实 , H 
(Ax,z + z) + (A*G(z +7), z) 
= (x, A*(z + z)) + (A*(z + 2),x) 
FOREMKI. MA, Im(A*y,y) = Im(A*(z 
+ Z),z + z). 此 外 
(A*(z + 2),2 + Z) = (iz — ;Z,z + 2) 
= ille? + (z, Z) — (Z, z) 一 让 2 下。 
X íi(z,Z) — :(S,z) PEKHAN, MABE Z, IN k 
Im(A*( + 2),z + z) = i(li — Ilzi. 
由 此 得 出 引 理 的 证 朋 . 
定 l STA a T 49 E B, 有 两 个 


° ka: De Ë 形 如 
y = x + z + Uz Q0) 


+ ù + ë a Ò o $ o G G G # 


By = Ax + iz — iUs. (11) 
RZ, AET ANEI g T,CN; SN- 和 人 


a 348 ° 


RERODERDT Pi EHTA 的 对 称 扩张 ， 


*° @ @ E Š a p  @ 0 s 


t B 是 算 子 A s SRI IH , e D(B). RAE 
D(B)CD(A*) 且 依 公式 (7) y 具有 如 下 形式 


y = x + z + š. aD 
而 且 由 于 yEr, MURSIA 2 
lzi = lizi. (13) 


x y SEL D(B) 时 ,元 z 通过 某 一 线性 流 形 T: H. z 通过 线性 
” 流 形 TT_;， 这 时 对 元 z ET; 仅 可 能 有 一 个 元 Z€ T, 与 之 对 
应 . 事实 上 , 若 | 

y, = x, + z, + Z,> y= x, + z; + Z), yi I € DCB), 
那么 

yı — y, = x, — x=, + 0 + (z, — z,) € D(B)CT, 
因此 岂 (13) 
|z, — zl = lloll = 0, 

Bi Z, = >. 

对 元 z 由 于 有 唯一 对 应 于 它 的 元 。 这 样 我 们 得 出 一 个 
T, 到 Tu 上 的 等 距 同 构 上 映像。 我 们 用 上 U 人 代表 实现 这 个 对 应 
的 算 子 , 这 样 我 们 便 得 出 等 式 (10), 由 此 

By = A*y = A*(x + z + Uz) = Áx + iz — iUz, 
FALDIS. 

反之 , 设 TCN;， 且 TCN 为 两 个 线性 流 形 且 卫 为 
等 距 了 映像 喘 T, FT 上 . 那么 在 形 如 《10) 的 元 上 由 公式 
(11) 定 义 的 算 子 B 是 算 子 4 的 对 称 扩张 ,因为 形 如 (10) 的 元 
所 组 成 的 线性 流 形 D( B) 满足 条 件 
D(CB)CTND(A*) 

H£ DCB) LAFA 
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KU. 
我 们 来 证 明定 理 的 最 后 一 个 论断 ， 为 此 我 们 注意 , 为 了 
算 子 B 是 闭 的 必须 且 只 须 形 如 (B 十 ;E)y, y € D( B) 的 元 
所 成 的 流 形 L: 是 闭 的 。 必要 性 在 本 节 之 始 已 证 明 . 为 了 证 
明 充 分 性 可 设 L, 闭 但 B 不 闭 。 把 8 闭 化 我 们 将 添加 新 的 极 
限 元 于 Li 从 而 L; 将 不 是 闭 的 . 
对 任 一 y € D(B) 
(B + ;E)y = (B + ;E)(x + z + š) 
= (A + ;E)x + 2;z, 
由 此 L; = L,+T;, (14) 
式 中 工 ; 是 形 如 (4 十 ;E)x, z€ D(A) 的 元 的 全 体 . 因为 
L; WAMA 上; 闭 当 且 仅 当 7T; 闭 .定理 全 部 证 完 ， 
我 们 设 由 上 述 方法 扩张 对 称 算 子 4 于 对 称 算 子 B。 我 们 
同 这 个 扩张 的 亏 子 空间 和 亏 指数 是 什么 . 
定理 2 BEA DCA) 为 定义 域 的 闭 对 称 算 子 4 的 闭 
EPE PBA 
D(B) = D(A) + T, + U(T;) 
AER 
B (o m) 代表 第 子 4 的 豆 指 数 
mi 一 dimN;, m, = dimN_;, 
并 用 O, mi) RBT BUEN: 
m, = dimN;, m; = dimN*;, 
式 中 N; 和 N2; 代表 算 子 B 的 亏 子 空间 ,那么 
N; = 二 全 N_i = NL; + T'_; 
从 而 者 dimT; = dimT'_, = 1, 那么 
m=m +i, m, = m, + 1, 
事实 上 由 公式 (4) 
H = LitN,. 
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利用 (14); 


L; = L,+T;. 
于 十 H = L,+N;+T;. 
在 男 一 方面 
H = 了 ;十 和 
所 以 N; = N; tT: 
同 理 可 证 等 式 


N; = NLT i 

由 这 些 等 式 立 刻 可 得 亏 指数 之 韶关 系 。 

现在 我 们 来 描述 所 谓 对 称 算 子 的 极 大 对 称 扩张 ， 

设 算 子 4 有 亏 指 数 (0, 0), 这 就 是 说 亏 子 空 间 N, 5N 
仅 由 零 元 组 成 ,从 而 DC(4*) = DCA), BEAR A RAER 
子 且 4 不 再 有 对 称 扩 张 ， 

设 4 的 亏 指数 有 限 (mi, m). i m =m =m +), 
在 N, W N 内 选择 完全 规范 化 正 交 系 cis es ``" ems eb 


€39 t*a eme 今 对 元 z =a `; ckek € N; 邻 元 z = > ckek € 
k=1 k=1 
N- 与 之 对 应 。 显 然 这 个 对 应 是 等 距 同 构 的 ， 它 产生 的 等 距 
ATURAN 于 整个 NO 上 。 作 为 子 空 间 T; 和 了 ;可 依 
REN, 和 N; 
D(B) = D(A) + N; + U(N,). 


于 是 算 子 刀具 有 与 指数 (0;0) 从 而 是 对 称 算 于 4 的 目 伴 扩张 。 
这 样 的 扩张 存在 无 限 多 个 。 事实 上 对 元 


2 = > CRCR 
可 令 元 
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m 


z(t) = >, cheer 


k=1 


与 之 对 应 , 式 中 7 为 实数 ， 而 且 更 一 般 可 令 - 
Z(Tis Tas Th) = 5 cke ker 
k=1 


与 之 对 应 ， 
这 样 一 来 我 们 得 出 连续 统 个 等 距 算 子 Uneen 而 与 之 
对 应 的 是 连续 统 个 自 伴 扩张 . 
设 算 子 4 有 有 限 但 不 相等 的 亏 指数 (nom) 例如 m> 
m. E Ni 内 选 m; 个 规范 化 正 交 基 ， 并 设 由 它 所 产生 的 子 
空间 为 了;, 作为 T 我们 取 整 个 N... TE 
D(B) = D(A) + T, + UCT) = D(A) 十 Ti 十 N_i。 


对 称 算 子 有 亏 指数 《wm, 一 m, 0) 而 且 不 容许 其 它 对 称 的 
随 之 目 伴 的 扩张 ， 像 这 样 的 对 称 算 子 ， 它 的 亏 指数 之 一 为 零 
而 另 一 亏 指数 不 为 零 , 称 为 极 大 对 称 的 。 自 伴 算 子 (在 其 中 两 
个 亏 指数 均 为 零 ) 有 时 也 称 超 极 大 的 . 如 果 算 子 4 BJ Z TB AX 
为 (m, co) 或 (co,m), 那么 由 类 似 于 前 述 方法 可 以 扩张 4 
成 极 大 算 子 ,但 算 子 4 的 自 伴 扩张 不 存在 。 

最 后 设 算 子 4 的 亏 指数 为 《co ,oo)。 考 虑 可 分 空间 的 情 
形 。 那 么 亏 指数 将 是 《, )。 这 样 的 算 子 容 计 航 大 扩张 和 
目 伴 扩 张 。 设 T; 为 亏 子 空间 Ni 的 可 数 维 子 空间 。 同 构 并 等 
距 地 上 映 T, 与 N-; 上 我 们 得 极 大 算 子 B 具有 定义 域 

D(B) = D(A) + T; + N; 

和 和 亏 指数 (m, 0), Ahm RRT T: 的 选择 可 为 任 一 有 限 数 
或 无 穷 。 如 果 等 距 同 构 地 上 映 N, TEA N 上 :我 们 得 出 算 本 
4 的 目 伴 扩张 B. 

总 结 起 来 ,每 一 对 称 而 非 目 华 的 算 子 4 总 容许 极 大 , 目 伴 
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或 另外 的 对 称 扩张 。 存 在 算 子 4 的 连续 统 个 相 异 的 极 大 或 自 


伴 扩 张 *， 
对 称 算 子 扩张 的 例子 以 后 给 出 。 
$ 8 AA B FF T BY NE 
目 伴 鼻子 图 数 


以 前 我 们 对 有 界 自 伴 算 子 得 出 的 积分 表示 可 以 推广 到 无 
分 目 伴 算 子 的 情形 。 我 们 来 证 明 这 个 推广 而 用 F. Riez 与 
E. Lorh 采用 的 还 原 无 寞 算 子 为 有 界 算 子 序列 的 方法 。 

Stieltjes 积 分 it E,, 一 00 <1 < 十 oo 为 某 一 单位 分 
解 ， 即 依赖 于 实 参数 1 的 一 族 射影 算 子 具有 下 述 性 质 : 

l) FE, SELH 2 < z, 

2) E-o = Eis 

3) Ew = 0,Erw = E, 

设 JQ) 为 一 有 界 或 无 界 复 值 函数 定义 于 (一 co, oo) 而 且 
在 此 区 间 一 致 连续 。 分 割 ( 一 00,00) 于 半 开 区 间 [44, pt) 且 
讨论 级 数 


2 JECA), 1, < > < uk. (1) 


这 个 级 数 由 相互 正 交 的 项 所 组 成 ， 为 了 它 的 收敛 必须 且 只 须 
级 数 x 


# 在 应 用 上 还 有 一 类 重要 的 对 称 算 子 . 对 称 算 子 4 称 本 质 自 伴 的 ， 如 果 它 
的 堵 包 4 是 自 伴 的 ， 易 证 本 质 自 伴 算 子 有 一 个 且 仅 有 一 个 自 伴 扩张 . 本 
质 目 伴 性 的 重要 在 于 , 我 们 经 常 给 定 一 个 非 闭 对 称 算 子 。 如 能 证 其 为 本 
质 自 伴 , 那 么 有 唯一 个 与 4 对 应 的 自 伴 算 于 4 一 4， 一 一 译 者 注 
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>; OD PIECA 


Ñ = — co 


= 21 DPED) (2) 
收敛 
最 后 这 个 级 数 代表 了 Sieljes 积分 
| HGD. (3) 


的 积分 和 ,而 且 为 了 它 对 (一 co ,oo ) 的 任意 分 割 收敛 必须 且 只 
须 此 积分 收敛 部 ， 

用 D(p 代表 使 (2) KAH x c 五 的 集 ,或 等 价 地 使 积分 
(3) 收 敛 的 * € HSE, 

设 «为 任 一 正 数 。 考 碟 半 开 区 间 A. = [一 c, a). EH 
半 开 区 间 上 0) 有 界 , 所 以 


| IPAE) < oo 
对 任 一 +€E 日 ， 但 
| Far, z) 


一 | O PAEA) ECAs):). 


因此 对 任意 & 和 x, 形 如 ELA) 的 元 属于 DO). 

因为 E(A.)x > xz | a— o, MUR (E(A,)z) 从 而 
R DO EHAR. HEDO 为 线性 流 形 ， 

今 取 z€ DO 我 们 来 考虑 〈 一 coyoo) 的 两 个 半 开 区 间 
Ar 和 Ax 的 分 制 ， 且 设 


站 对 任 一 单位 分 解 EAD BEAR (E(ÀA)z, y) rs yeH 为 园 变 的 ， 
(EC(A)x,x*) 为 单调 增 的 ， 一 一 译 者 注 
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maxu, — 411) 和 HE 和 max(px — hi) < 6, 
于 是 利用 EC(A) 的 可 加 性 及 正 交 性 容易 算出 


| ADECAD:— > JeDECAG: 
< of(Erxz) 一 (BE_。ryxz) = w(xr,r), (4) 
0 一 p G) 一 J(u)|. 
设 给 定 区 闻 〈 一 co,ocoy) 的 细 分 序列 使 


ë, = max| y” — 1| — 0, 
再 设 (s, 是 对 应 于 这 些 分 割 的 级 数 (1) 的 和 的 序列 。 由 于 
(4) 序 列 {5,} 满足 Cauchy 条 件 
[Sate 一 Sall? < TACTE — Ü 对 n — 0, P > 0, 
从 而 收敛 于 某 一 元 5 e H. 我们 把 这 个 元 记 作 | OE, 
HEREDAR Ia) 关于 单位 分 解 E 的 Stieltjes 积分 。 
Stieltjes 积分 


2 


EOL (5) 


显然 代表 定义 于 线性 流 形 D(S) = D(D 的 某 一 线性 算 子 ，. 
即 


s= |” IG), (6) 
由 公式 (5) 也 得 
(Sry) = [IODE y) (7) 


对 任意 re DS) 和 任意 yEH. 

不 难看 出 ， 上 述 Stieljes RAETH IKE A) 为 分 
段 一 致 连续 函数 的 情形 ， 即 除去 具有 有 限 跃 距 和 的 有 限 个 间断 
点 以 外 它 在 每 一 连续 区 间 是 一 致 连续 的 。 
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由 公 去 《7) 可 得 
(Sz, z) = |” JOE), 

而 且 如 果 FA) 为 实 函数 时 算 子 (Sr, x) 也 是 实 的 ， 因 此 实 函 
数 的 Stieltjes 积分 定义 了 一 个 对 称 算 子 . 

我 们 证 明 s 也 是 目 伴 算 子 . 因为 D(S)CD(S*)， 这 是 
因为 S 为 对 称 的 .我 们 竖 证 明 的 是 反 包 含 关系 。 

设 * AHE E. 且 令 A,— [—n,n), 于 是 

x, = E(A,)xz€ D(S). 
用 L, 代表 E(A,) 射影 于 其 上 的 子 空 间 。 TASME (A,) 
可 换 。 于 是 
Sx, = SE(A,)<* = E(A,)Srzx € L,. 

今 设 y 为 D(5*) 任 一 元 。 因为 y, = E(A,)y€ D(S) H 
D(S)CD(S*), 所 以 ya € DCS*) H S*y, = Sy, € La. 

设 in 一 y — Yze 于 是 zs € D(S*) 且 z jl L,. £ x, 是 
L, 任 一 元 ,那么 

(S*z,,Z,) = (z,,SZ,) = 0, 
这 是 因 Sx, € L,. HIE S*z, L L,. MAY 
|s*y|2 = ||s*y,] + lS*z, ll 2 |S*y,ll? = lisy,l, 
但 
lSyal = | [fC Ta Ey, y). 
因此 我 们 得 出 
| OPE) < lsrylh. 
Tu s 是 任意 的 ， 所 以 
| UG) Pa(Eu, y) < oo， 

即 ye D(S). 这 就 证 明了 DC(S*)CD(S)， 从 而 证 明了 算 子 
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S 的 目 伴 性 ， 
两 个 引 理 引 理 1 iż H, Hate 为 一 Hilbert 


宰 间 如 内 页 两 拉克 和 $ =, 代表 
+ 在 于 空间 B, 上 的 射影 设 Ao An sdate 为 二 序列 


ARARA TREERE H,, H, ° ° mi .上 而 生 交 这 点 


š [Anza < 十 oo 《8) 
HJ < € 互 所 组 成 . 对 x € D(A) 
A< = 3 AnXne (9) 


令 DCA) 代表 使 级 数 (8) 收敛 的 rE H. DCO ARH 
流 形 ， 因 设 rye D(4)， 那 么 对 任意 复数 a 和 8p 


S, 140 + pp) 下 
一 > llaA,x, + BA,y,|| 
< D Aso + 14y) 


<C > Arl? + 4,yslf) < co, 
n=] 


AH C X Kk F eMe. 
线性 流 形 D( A) EHAA, LEAX D(A) 内 含有 形 
如 > Xas XAE H,, K = 1,2,- eon 的 所 有 元 .。 
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在 D(A) 上 用 公式 (9) 定义 算 子 A, IX" SN da u BJ ZR 
数 收 仅 。 因 为 由 元 n AJAA EEUE 
n+p 


n+p 
> A| 


= D>, [Mal — 0 
j| k=n+1 k=n+1 


对 n 一 co,p > 0。 由 公式 (9) 定 义 的 算 子 显然 是 线性 的 此 
外 对 x,y€ DCA) 我 们 有 x 


(Ax, y) = P AnXn» > n) =a > (A,xn, Yn) 
n=l k=1 n=i 
一 D Cans A,y,) 一 P r 2, aan ) 
n= 1 k=1 r = 1 


= (x, Ay); 
故 算 子 4 对 称 。 因 此 其 共 弧 算 子 4* 满足 AYDA. 
再 证 反 包 含 , 设 ye D(4*)， 那么 对 任意 z€ D(A) 


(z,A*y) = (Az,y) = X, (Artk yk) 
k=1 


= > (xi Axzyx). 
k=i 


作为 * 取 任 一 元 zx, € H,. TE 
| (zns A*y) = (z,,A,.y.)5 
即 Py (A*y) = Pa ,CA,.y,) 一 A,ys. 
由 此 


> lA,y,, |: = > [Pu CA*y)| = ||A*y| < co, 


所 以 y€ D(A) H A*y = Ay. 
最 后 再 证 明 仅 有 一 个 算 子 4 具有 所 述 的 性 质 。 效 设 8 为 
另 一 个 这 样 的 算 子 ,那么 首先 有 
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即 在 形 如 > x 的 有 限 和 上 两 个 算 子 一 致 。 今 若 ¿€ D(A), 
k=1 
那么 之 ， x, >z. 
k=1 


a (Sa)- > -kk > y = Ax, 


k=i k=1 

MERX BEHARSTEMK, MA zc D(B) 且 Br = 
y 一 4x。 由 此 证 明了 BD4. 在 另 一 方面 在 此 包含 关系 中 
RA mA ADB. Hi 4 = B, REZ. 
| 

1) R(B)CD(A), R(C)CD(A), 

2) 0< B < E, |ic| < 1, H Bx = 0 # x= 0, 

3) C = AB, 

4) CS5EWAB5A3ESA. 

取 R; = (Á — iE)” 和 R; = (A + ;E>”", 这 两 个 有 
Fa F —%—Bbik H-T DCA) 上 , 此 外 也 有 RF = R, RE, 
= Ri. 


令 B=- (R —R O) C=} (R; +R). 
24 2 
(10) 
算 子 B 和 C 的 有 界 性 ， 自 伴 性 以 及 第 一 性 质 是 显然 的 。 由 
(10) 可 得 
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Ri 一 CiB,R 一 CC 一 7B. (11) 
因此 
(A—:;E)XC + ;B) = (A — ;E)R; = E, 
(A+ ;IEX(C —;B) = (A + ;E)>R_; = E, 
HAERA 
(AC + B) +;(AB — C) = E 
(AC + B) — ¿(AB — C) = E, 
由 此 再 相 加 相 减 可 得 
AC+B=E, AB= C (12) 
第 三 性 质 得 证 . x x 
因 R; 和 R-; 与 4 可 换 , 相 互 可 换 旦 与 任 一 个 与 4 可 换 的 
有 鄙 算 子 可 换 *, 所 以 算 子 B 和 C 的 性 质 4) 成 立 . 
最 后 对 证 算 子 B 和 C 的 性 质 2)。 对 z€ DCA) 由 简单 计 
算 可 得 
IC — iE > lel. 
& (4 一 iE)x =y, 于 是 x 一 R; Ë. 
IIR;yl| < llyll. 
对 任 一 76 五 。 从 而 IRISL. 
同 理 | R J| < 1。 由 此 
IBI < 1 lcl <1 (13) 
此 外 以 3 右 乘 等 式 (12) 的 第 一 等 式 的 两 边 可 得 
B = B + ACB = B: + CAB = B: + C22> 0, (14) 
由 (13) 和 (14) 可 得 0<(Brx,x) < (zw,z), BD 
0 < B < E. 
最 后 设 Bx = 0. 那么 也 有 Cx = 4Bx = 0。 由 此 
r = Ex = (B + AC)r = 0, 


1) # 4B = BA, 3É Z 
R;B = RiBCA ~ ER, = R,( A ~ iE)BR; = BR}, 


+ 360 » 


引 理 证 完 . 

算 子 的 积分 表示 设 4 为 无 界 自 伴 算 子 ,8; 为 依 引 理 2 
构造 的 有 界 自 伴 算 子 B 的 谱 函 数 *。 因 为 

0 < (Br, r+) (xr,r), 
所 以 这 个 算 子 的 谱 含 于 [0,1]. XA Br 二 0 HE + 二 0， 
所 以 1 一 0 不 为 算 子 B 的 本 征 值 ,因此 #, 在 4 一 0 连续 ,从 
而 
Cn = @ = 0. 
设 H, 代表 @(A,) 射影 于 其 上 的 子 空 间 ， 式 中 A, = 


= L)%t > 2, B a= |>. I+ e) ( £ 为 任意 


E). SH H, 相互 正 交 且 因 为 
2, 2 (A) 一 im (Ge a) 


s= 1 *+1 


= FE — 0 = E, 
FELH, 的 正 交 和 给 出 整个 空间 H. 5] A A 
| 1 s 1 < 21 — 1 
Pal) Í n+l n 
|] 1 1 
| O 在 |- + 1 ° L) 之 外 

及 算 子 

p,( B) = |” p, AdE = |. ige, 

= #(A,)o%,( B). 

显然 我 们 有 


O 自 伴 算 于 的 谱 函 数 即 指 它 的 单位 分 解 ， 一 一 译 者 注 
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1 


Bop.(B) = q.(B)B - f de, = E (A). 


zm -+ 1 


因此 对 任 一 x€ H, 有 


x = E (A,)x = Bo,(B)* = Bz€ D(A), 


且 也 有 


Ax = ABo,(B)xz = Co,( B)x* = p,(B)Cz 


= E (A,)p(B,)Cx. 


由 最 后 这 个 等 式 可 以 看 出 , 算 子 4 在 H, LAARA 
+ An A, 变换 已 , 于 其 自身 。 设 EP) 为 算 子 A, 的 谱 函 数 ， 


bn 
A, = | 1 Et). 


依 引 理 1 存在 自 伴 算 子 E,.—co < 2 < +oo, ##— H, 上 
与 EP?) 重合。 设 x, 是 元 z 在 子 空 间 H, 上 的 射影 。 因 为 


S MEP X lel? < le， 


m= 1 


所 以 级 数 È EP AE z€ H kk. 算 子 


的 


Ex -一 >: Ex 


n=l 


PEREX AMER 3 H EAT. 
由 于 子 空间 已 。 的 正 交 性 ,对 此 算 子 有 


(Eix, y) = >; (Ef”r,, ya) 


r= 1 


|E? = > [EPa = > (EP)z,,z,). 
s= 1 


由 公式 (16) JAX 2 < # 
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(15) 


(16) 


EE ,x == n [3 EPr, = > E, EVD) x, 
s= 1 


— 
— 


3 > EE x -5 EWE™x 


n=1 


m=1 n=l 


0 


同 理 
E ,E xz = Ex. 
由 此 可 知 ,对 任意 1 有 Ei 一 E,, 即 E, AIRT. jk 


外 对 2 < 148 


lEz 一 Erxl? = > Ex, — EP? 


s= 1 


N 
= > [EP z, — Ez E + > JEPE, — Eg], 
s= 1 


p =N+ 1 
因为 对 任意 n, 
| EP) z, 一 Es"x,ll < 2)|x,l, 
所 以 
lEz 一 Ex < 5 [E Pr, 一 EP r,l 


s= 1 


[=] 
y = N+ 1 


设 给 定 s > 0, ENRIKE 
2 2 |z, p<5. 


n=æN+1 


后 再 由 E” RIZE REEI a 2 充分 接近 于 1 使 


> EPE, 一 Ey |: < R 


于 是 对 这 样 > 
Eir — Er < e, 
BI E,z— Eix 对 py 一 4,» < 1. 这 就 证 有 明了 函数 已 :的 左 
连续 性 。 同 理 可 证 
Ex—0 对 >o, 
Ex—x 对 1 一 十 co。 
这 就 是 说 , E, 是 单位 分 解 ， 
借助 这 样 得 出 的 单位 分 解构 造 Stieltjes 积分 


A =a | AdE, 
而 由 上 述 定 义 了 某 一 自 伴 算 子 ， 
设 <€ H, 于 是 Ex = Ex, 从 而 


b 


| Nd( Eix, z) = | " 24(E z, r) < co, 
因此 存在 Ar B 
Ax 一 | aq 一 W 2AE x = A,x. 
这 就 是 说 ， 在 每 一 H, EAT 4 与 A, 重合 . 在 另 一 方面 ， 在 
每 一 日 ,， 算 子 4 也 与 A, 重合 ， 而 且 因 为 仅 存 在 一 个 这 样 的 
算 子 ,所 以 A = A. 
由 此 
Ax = Ax = | AdE,;x, 
LME J k 3: H PE3 3-BJ842y 3 R. 
算 子 4 的 定义 域 D(A) 由 满足 
| A24(E,r,z) < oo 
的 元 * € 瑟 且 仅 由 这 样 的 元 所 组 成 。 还 可 以 证 明 ， 单 位 分 解 
由 算 子 4 唯一 决定 . 
FAA ”以 前 我 们 构造 过 有 界 目 伴 算 子 的 痕 数 , 辣 理 ， 
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我 们 可 以 构造 无 宽 目 伴 算 子 的 果 数 ， 只 是 在 实 变 函 数 和 算 子 
煞 数 的 对 应 中 的 加 举 性 与 乘 活 性 复杂 了 一 些 ， 

设 4 为 无 界 且 伴 算 子 以 DCA) 为 定义 域 和 以 E, HA 
分 解 ， 对 任 一 在 (一 0, -十 c0) 上 分 段 一 致 连续 的 函数 从 4) 我 
们 构造 算 子 x 

Br = | 1CA)aE x, 
其 定义 域 D(B) 由 满足 
| IO) PUCE) < +o 
的 所 有 x & HAAR. 

有 如 以 前 看 到 过 的 那样 , D( B) 在 互 内 稠密 ,而且 当 帮 2) 
为 实 函数 时 ， 了 为 自任 算 子 。 算 子 了 称 为 算 子 4 的 函数 并 用 
KA) 代表 它 ;: 


KA) 一 | 7CDzPir。 


可 以 构造 更 一 般 形 式 的 算 子 函数 125]。 即 是 说 , 算 子 4 
的 谱 函 数 已 一 oo <i < co) 产生 一 个 区 闻 函 数 ECA) , 利 
用 同 于 实 变 函 数论 的 方法 ， 志 区 间 函 数 可 以 扩张 到 直线 点 集 
M 上 的 算 子 测度 ECM ) 扫 ， 这 个 测度 定义 于 一 类 称 为 4 可 测 
的 集 上 ,此 集 类 包含 所 有 Borel 集 ， 定 义 可 测 集 后 ,有 如 通常 
的 方式 可 定义 4 一 可 训 函数 并 构造 Lebesgue-Stieljes 算 子 积分 

fCA) = | fa )dE,» 

Je y 1 8 2 MARADAN ERMAR GEN. EZ 
算 了 于 4 的 函数 的 算 子 (4) 的 定义 域 由 满足 


| OPE) < oo 


.的 所 有 这 些 * 而 且 仅 由 这 些 x 所 组 成 。 最 后 这 个 积分 也 理解 
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为 Lebesgue-Stieltjes 积分 [251”、 我 们 在 这 里 不 准备 讨论 这 
ERBATAX. 

设 给 定 算 子 (4), EE a) 2( —co ,co ) Eh 2 — Br EE 
FRAR FTIA) 的 定义 域 用 DUGA) 代表 . 对 任意 
和 任意 z € 器 ,有 如 在 本 证 开始 所 看 到 的 ， 

E(A,)x€ DIf1(4)}, 
但 这 时 显然 也 有 E(A)x€ DIJO A) 对 任意 A 二 [a,8), 其 中 
a PERE?” € HEŠ. R z€ DICA). HASA 


x J A)| (EECA), ECA)x) 
= |: 11(2)| "a( Er,*) 


< j. |a) 4(E,x,z); 


其 中 A 一 [e, 8) 为 任 一 有 限 或 无 限 区 间 ， 我 们 可 以 断定 
BE(A)ze D{f(A)}. 
因为 Stieliies 积分 是 积分 和 的 极限 ， 所 以 
fC4)E(A)z 一 | _f(2)a(ECECA)z)) 
一 ECA)| f(aEx = EANA), 


由 此 可 知 , ECA) 对 任意 人 与 作 4) 可 换 ， 
j R == 0 为 任 一 实数 或 复数 。 因 为 积分 


| RIIA) PAGE, e, 2) 
Ik, H B DUM x (i 
| | A)| dEr, x) 


*) 关于 谱 测 度 ECM) 的 清晰 叙述 可 见 P.R. Halmos: Introduction to Hil- 
bert Space Chelsea, New York, 1951, F TE 
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ka. MUET 1f(4) 的 定义 域 与 算 子 (1)(4) 的 定义 域 一 
= E. 
(RD A)x = kile. 
设 有 (4) 和 (4) 为 (一 oo ，oco ) 上 两 个 一 致 连续 函数 。 如 


xE D{f.(4A)}ND{f C4))}, 
那么 


人 IG) + pV ae, 2) | h 


< || AOE > |' 


+ I [RAJ | 34C Ez, z) | ， 


从 而 xE DiG + 所)(4)}， 这 就 是 说 
ACA) + f.CADC (f, + hA). (17) 
我 们 来 解释 一 下 在 什么 条 件 下 公式 (17) 的 等 式 成 立 . 
因为 
[fG.) + AA) — Aa) = fa), 
所 以 
DiG + AXAD ND A ED A)}. 
由 此 再 据 (17) 
D((f, + XAD NADILA CEDIC NA DCA} 
CDÍ(f, + X A)). 
从 而 
D{(f +f,XA)I DUA) = DUCAN NDULA. 
同 理 可 得 
D{(f + YAN DIf(A)) = DCAD N DAf( 4A)}. 
由 此 可 知 ,在 (17) 式 中 等 式 成 立 , 如 果 下 述 两 个 包含 中 至 少 有 
一 个 成 立 : 
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D{G + XA), CDUMCA)) 
或 D{G + ACA CEDIA)}. 
例如 鼻子 入 4) 或 f(4) 之 一 有 界 就 是 这 个 情形 . 
仍 设 OQ) 和 LG) 为 实 直 线 上 任 两 个 分 侦 一 致 连续 函 
数 ， 设 <€ DIC AA. 这 就 是 说 z€ D{f(A)} E 
jx 4)x€ DIif(4)}。 后 面 这 一 包含 关系 是 说 


| (hA PACEA r, fÑ A)z) < oo, (18) 
但 
(Efs A Dx ,fo A )x) = Ef A Dx 


= | IGO14CE,z,z). 
所 以 
A Ef A)x, HCL)z) = [fA Eira), 
从 而 (18) 取 如 下 形式 
| MCAD PA Er, z) < o, 

由 此 可 知 z€ D{(/ 坊 X47)}。 这 就 证 明了 

D{AARAAN ED{CHH) A) = DEXA)» (19) 
即 s fKAYCA)C(HCA)D. (20) 
我 们 来 解释 一 下 ， 在 什么 条 件 下 公式 CO 的 等 式 成 立 。 设 
zE DI(jjX4)} B. ze D(f(AD). 于 是 


| AOD PAEA tAE) 


— | MRP ACE) < oo 
这 就 是 说 
h(A)z€ D{ICA)Y» 
从 而 
+ € DIMA f(A)!. 


. 368 ° 


由 此 我 们 得 出 
D{ACLTnD{CXL)TCDLUKCLORCLT 21) 
再 考虑 到 (19) 可 得 
DPCL4)TnDICGPXL4 EDUCA HCA) 
| CD{(ff NA)}. 
由 这 个 包含 关系 可 知 ,为 了 在 (20) 中 等 式 成 立 ,必须 且 只 
须 D{(ffX A)}CDIf A)}. 
我 们 来 考虑 fO) =a) = JQ) 的 悄 形 . 
因为 在 每 一 有 限 区 间 函 数 人 4) 有 界 , 所 以 积分 


| HODAC Es) (22) 


的 发 散 性 仅 能 由 于 lal 一 co 时 0) 的 无 限 增加 。 但 因 
HODI 的 增长 慢 于 V), 所 以 由 积分 (22) 的 收敛 得 出 
积分 


| ODICE, 2) 


ka wahai DLNA EDLG NA). BRA 
上 所 述 
(ECDC) = PXA), 
从 而 
[/( A] = (XCA) 
即 _ 
AOD = |” OTE. 
ER TEOR SS T (C A3E3500 5 IA)". mR IG) 
为 实 函数 ,那么 我 们 已 知 K4) 为 自 伴 算 子 . 
若 JQ) 一 wx) + ia) 为 《一 co,oo) FARRAR, 
那么 由 已 证 的 事实 
HAY = [ul A) + iel A)]* = ul A)" — iol A)" 
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— uA)—ivA4)=— HA), 
式 中 和 4) 代表 JG) 的 复 值 共 锋 函数 。 若 1(4) 无 界 ， 把 它 记 
成 
FCA) = [F] ee = gA). 

在 此 g(4) 是 实 的 ，|AC4)| = 1, 而 且 A) E g(a) 的 定义 
域 显然 一 致 。 算 子 g(C4) 是 自 伴 的 且 多 4) EARD. 因此 
{A = [g(A2A( A21* = H(A)g( 4) 

= (4 )g(A4) = K4). 
设 工 为 有 界线 性 算 子 与 4 可 换 。 那么 并 对 任 一 正则 值 
与 Ri 二 (4 — 2E) 1 可 换 。 随 之 与 算 子 


B = 1. (R, — R) 
21 


H] ELE TA B TRE TREA R A 3k (B) uj HR, 

特别 与 这 个 算 子 的 谱 函 数 名, 和 上 面 引 入 的 函数 pB) 可 

的 。 最 后 这 个 可 换 性 是 说 子 空间 H, 约 化 T。 因 此 对 + € HR,. 
A,Tx = ATx = TAx = TA,x, 

即 4, 5 TE H, 上 可 换 ， 但 这 时 了 与 算 子 4 的 谱 函 数 EP 

可 换 。 距 然 算 子 4 的 谱 函 数 E, 可 以 表 成 


e 


Ex = > E™ x 


HEA RPR re Hika. 由 此 可 知 
TE, = E.T. 
EH T # E, ATRAEN TSE ARAR /CA) 可 换 ， 
最 后 , 若 KA) ALRAA WAS 

fA) = (4)X,(A), 
其 中 Xa) 代表 半 开 区 间 [—n, n) 的 特征 画 数 。 对 任 一 
rE DIKA) 我 们 有 

fC A)T = Tf, x. (23) 


因为 z€ DUCA, PRU). f(A)jx 二 人 4)x i n— oo, Hi 
此 
Tf( A)x — TKA). 
但 当 ”一 co 时 等 式 (23) 左边 趋 于 极限 T/J( A)x， 这 就 是 说 
Tx € DIf(A)} 


且 HA)Tzx = TKA Xx. 


因此 算 子 4 的 任 一 函数 与 算 子 4 可 换 的 任 一 有 究 线 性 算 子 可 
换 ， 即 与 算 子 4 共 可 换 。 可 以 证 明 在 可 分 Hiber 空间 的 情 
形 , 这 个 性 质 特 征 化 了 算 子 函数 , 即 是 说 

定理 ZEH. PETER WEER T E 


e ¢ ù% S o 9 S G 
者 e s ù o o o% 0 °. 


` EKAL IRL]. 
设 1 为 复数 或 实 轴 上 的 点 ， 在 后 一 情形 要 求 存在 此 把 邻 
B Cap) 而 在 其 内 E 为 常 值 。 在 前 一 悄 形 令 


一 l Æ (c. fp) 之 外 
(o 


若 x€ (a, B). 
那么 ou) 在 整个 数 轴 上 有 界 且 一 致 连续 。 随 之 pg(4) 为 有 
界 算 子 ,从 而 
(4 — 1E)p(4) = pAXA — 1E) 


ORTAS KA= | PAME, 的 这 个 特征 化 定理 即 有 名 的 Neumann 
Riesz 定理 f 为 (一 co， co) 上 到 处 有 限 Bori TWE. FAR. 
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出 此 我 们 仍然 得 出 : 复数 以 及 具有 E, 在 其 内 为 常 值 的 

邻 域 的 实数 均 为 正则 点 且 预 解 算 子 为 
r 
-mp 一 1/ 

反之 , 设 R; 对 某 一 实数 4 存在 ,那么 重复 本 章 $5 定理 5 
的 推理 可 知 在 4 的 某 一 邻 域内 谱 函 数 E, 为 常 值 . 

最 后 , 有 如 有 界 自 伴 算 子 的 情形 ， 可 以 证 明 为 了 点 4 为 
算 子 的 本 征 值 必须 且 只 须 h 是 此 算 子 的 谱 函 数 的 间断 点 . 

我 们 再 来 讨论 一 下 预 解 算 子 。 首 先 有 

1. Æ Rr = 0, BA r =(4 —1E)R, z=( A — 1E)0 
一 0。 另外 由 算 了 图 儿 的 运算 基 则 有 : 


2. RY = Ry, 
3. R.— R -| dE, E dE, 
-> n — 4 -~ ak 
-|a ni 
-a0 DG 
=a- h P 2E, 
-> n — 4 1-0 n — pu 
= (2 一 u)RıRa. 


这 就 是 所 谓 Hilbet 的 了 解 方程 . 

由 上 所 述 ， 目 伴 算 子 的 予 解 算 子 具有 性 质 1 一 3。 事实 
上 ,反之 也 成 这 。 即 是 说 : 

设 给 定 一 族 依赖 于 复 参 数 1 的 有 界线 性 算 子 R, 具有 性 
质 
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]) H R—u = 0 r=), 

2) RY = R; 

3) R, — R, = Q — u)R,R,, 
那么 存在 有 界 或 无 界 自 伴 算 子 4 而 以 此 族 算 子 Ri 为 其 预 解 
算 子 族 . 

这 一 结果 的 证 明 可 参看 [25 ]*， 

最 后 ， 再 由 预 解 算 子 的 预 解 方程 可 以 证 明 预 解 算 子 是 参 
数 1 的 解析 函数 , 即 在 预 解 算 子 的 正则 点 2, 的 某 一 邻 域 内 可 
UR 1 一 的 帘 在 算 子 空间 内 一 致 收 化 意义 下 展开 成 级 数 
[25]. | 


$9 ”无界 算 子 的 例 


柔 自 变量 的 乘法 算 子 ”在 空间 L;( — oo,co) 内 乘 以 自 
变量 的 乘法 算 子 可 作为 无 界 算 子 的 一 个 例子 。 设 D(A) 表示 
满足 x 

| | xlt) | dt < oo 


的 函数 r) € L,(—co ,co) 的 全 体 所 成 的 流 形 。 不 难看 出 线 
性 流 形 D(4) 在 L2( 一 oo ,oo) 内 稠密 ,因为 它 含有 在 某 一 区 
间 La, 5](|a| ,15| < co) 外 为 零 的 所 有 有 界 可 测 函数 。 在 


流 形 DC) 上 定义 算 子 4 为 
Ax == 1x(7). 
因为 


(Ax, x) = | MOOLS | |x (Dd 
为 实数 ,所 以 4 是 对 称 算 子 . 


* ”文献 [25] 为 俄 文 且 不 易 得 见 , 凡 指定 参考 [25] 的 结果 均 可 阅读 [27] 或 
[23] 的 有 关 章 市 。 一 一 译 者 注 
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我 们 证 明 4 为 目 伴 算 子 . 
设 yG) € D(A*) H0) 为 任 一 平方 可 和 且 对 |: > z 
为 零 的 图 数 。 于 是 r(e D(A) Ë. 
(dx, y) = (x,y*) 
或 


| #r(z)y(z)d: 一 | x(t) ty (2)d1 = | r(2)y*(Odr, 
由 此 
| ODO- = o. 


再 由 xz) 的 任意 性 可 知 
y*G) — zyG) = 0 

对 任意 固定 的 ”在 [一 2,*] 上 和 殖 思 成 立 ,从 而 在 (一 co， co) 内 至 
遍 成 立 , 因 为 入 (O € L,(—co,co),BrPliyG) € L,(—co,co), ` 
即 yG EDCA). 因此 D(4*)CDC4)， 从 而 DCA*) 一 
D(4). 这 就 证 明了 4 的 自 伴 性 . 

算 子 ARARE, AJE 4x = orl), WA (+ 一 
o)x(z) = 0, Hie zG) = 0 在 (一 oo ,co) 殖 遍 成 立 。 

在 另 一 方面 , 每 一 实数 o 都 是 谱 的 点 , 为 了 证 实 这 一 后 ， 
只 人 须 重 复 对 本 章 $4 关于 空间 L,[0,1] 内 乘 以 目 变 量 的 乘法 
算 子 的 推理 即 可 .因此 算 子 4 其 有 充 闯 整 个 实 轴 的 纯 连 续 谱 ， 

算 于 4 的 预 解 算 子 由 公 邢 


_ l 
Rix = — x(z) 
确定 。 由 此 
° lC)? ° 1 
(R ix, x) = | di = | dq (t) 


其 中 pl) 一 J. HOIKKIA 
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在 另 一 方面 
(Rax, z) 一 | Esr) 一 N — da). 


-> J“ — A -~ ú — L 
今 此 两 式 相 等 可 知 
| | dol) _ | do( Ë) 
-0 È — À -% E — À 


对 所 有 非 实 4 成 立 ， 注意 到 p) K p($) 的 连续 性 再 由 
Stieltjes 反 演 公 式 [25] 可 得 
pC) = pë), 


Hl (Errr) = | lelas, 
由 此 
(ECA)x,z)= REGIA 人 OOs 


式 中 Z (2) 代表 区 间 A 的 特征 函数 。 这 样 一 来 , 我 们 就 得 出 ， 
对 任意 区 上 间 信 
| ECA): = X/AG)zG). 
算 子 4 的 积分 表示 取 如 下 形式 
Ax = | AE x = | ¿d(X,(z)x(z)) = zx(t). 
EIE X, G) 代表 区 间 (—oo,2) 的 将 征 函 数 。 而 且 Stieltjes #4 
分 还 原 成 被 积 式 在 积分 滔 数 的 唯一 跃 后 的 值 。 
与 实 函数 Fa) 对 应 的 算 子 函数 F(4) 显然 共有 
F(4)x = F(r)xz(t) 


HJER. 

微分 算 子 ”作为 无 界 算 子 的 第 二 个 例子 可 以 考虑 微分 算 
+. 

在 Hilbert 空间 L,ÇCa ,b) 内 一 一 a 和 2 可 为 有 限 数 也 可 
以 为 无 穷 一 一 引入 算 于 | 
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A=! 工 ， 
dt 
先 设 a 和 二 有 限 , 例 如 设 a 二 0, 5 一 1。 设 已 知 算 子 的 定义 
域 D( A) 由 满足 边界 条 件 
z(0) = x(1) = 0 (1) 
且 导 数 半 方 可 和 的 绝对 连续 函数 所 组 成 。 于 是 由 分 部 积分 法 
不 难 断 定 


(4x, = OEO (ie Dja 


= (x, Ay) 
对 任意 r, y€ D(A) 成 立 ; 即 4 为 对 称 算 子 。 
今 设 a = 0, 5 = co, S D( A) 代表 满足 边界 条 件 x(0 ) 


一 0 日 导数 za). 平方 可 和 的 <(2) € L,(0, co) 的 全 体 . 


我 们 证 明 在 已 知情 形 下 也 有 <(co)= 0. 
因为 x(z) 和 dree). EHER eCe) azto 在 [0,oo》 
š 


可 和 。 我 们 可 以 写 
EOE OEA EO zO 
+ j (r) E gx. 
0 dr 
对 :> oo 这 个 等 式 右边 趋 于 有 限 极限 ,从 而 存在 


lim |x(z)| < œ. 


再 由 leli #[0,co) ERRE rl KER 22. 
因此 ,在 这 第 二 个 情形 下 我 们 有 
*(0) = x(%)= 0. (2) 


a 376 


-y 


| rme, 


bet 


wu. i aF Ehun 


由 

| i G ) O a: mm GG) 

ay TN 

| 十 EO ( eL) de | 

可 知 当 ”一 co 时 
(Az,y)= (xz, Ay). 

即 是 说 ,在 第 二 情形 下 4 也 是 对 称 算 子 . — 

J] aB OV .B] a = —oo, b = co 的 情形 . u 令 
D( A) 代表 在 (一 6 ,00) 上 其 有 平方 可 得 守 数 的 所 有 平方 可 
和 函数 的 全 体 。 和 上 面 一 样 ;5 可 以 证 明 在 这 个 假设 下 有 

Koo) =o) . O 
BAPAE. CoG x 

我 们 必须 指出 D(4) 在 LXa,b) 内 稠密 . < (e, p) fÑ 
表 区 僻 ; 设 它 在 有 限 区 间 的 情形 与 (0,1) 一 致 ; 且 在 第 二 EE 
下 等 于 (0,8) 而 8 为 任 一 有 限 数 。 之 外 在 第 三 情形 等 于 全 
一 有 限 区 间 。 . 

若 多 1 为 Lla, b) 内 函数 与 DCA) REF. 在 第 一 情 
形 下 作为 x(z) PADCA) AE— AR, 而 且 在 另外 本 个 情形 
下 可 选 D(A) 内 任 一 个 在 (w, p) 之 外 为 零 的 毅 数 作为 rQ). 
我 们 有 


| B 
0 — (z,y) = 人 OTa 一 一 | O Yede, = ' 
- -0 Ë 


“起 中 YO YIO WERA. DARA (OEE lap E 


续 且 在 此 区 间 的 端点 为 零 的 任 一 函数 ,所 以 对 连续 函数 Y (O 
应 用 变 分 学 上 所 熟知 的 引 理 可 得 Y(z) = const， 从 而 在 区 间 
(ep 上 yG) 0, REEE Cas b) LAF. i 


Ezo 


可 知 4 = 一 在 所 有 的 三 个 情形 下 为 对 称 算 于 。 
我 们 来 求 共 斩 算 子 A*. 
设 y € D(A%). 那么 对 任意 z€ DCA) 
(Az. y) = |: LOFO] y(t) d: = ES yG) dt 
= A | 
今 取 x(z) 为 D( A) 内 任 -一 函数 而 在 区 间 (a, 8) ZINA. HB 
人 么 前 述 等 式 给 出 、 
|: RTO y(z) dt = | z0) rO dt, 


PETEERE x 
J z. yD YG) dt = — -| dzl), Faer (4) 


其 中 Y") 一 Poa yO 的 原 函数 。 等 式 k4) 可 
AR 
| 2 dala) [s yG) — Y*G)] dt — ` 0. 


| 和 此 仍然 和 出 在 (c;8) 上 从 而 在 Co) t x 
k: iy) — YR == const, ` ( 5) 
BẸ YC) A Ca, b) 上 “了 方 可 和 函数 且 在 此 区 间 上 有 方 可 入 
导数 。 H (5) 可 得 


y*G) == Z rO) == f Ea 
dt ` 
即 | | A =i 


对 任 一 yeED(4*)。 EZ, WRA IO 具有 上 述 性 质 ; 那 
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` mg N 


么 由 分 部 积分 法 有 
[0 7a fo (2 )a 


= |. xC) y*(O) ar, 
而 且 在 第 二 和 第 三 情形 下 取 极限 68 一品 或 a 一 一 ,Pp 一 
oo 可 得 
(Az, y) = (xz, y*), 

ED y € D(A*). 

因此 D(4*) 由 在 (a, b) 上 平方 可 和 且 在 此 区 闻 上 具有 
平方 可 和 导数 的 函数 所 组 成 ， 

回忆 一 下 D(A4) 的 定义 ， 我 们 看 出 在 第 一 和 第 二 情形 下 
D(A*) 较 D(A) 为 广 ,而 在 第 三 情形 下 D(4*) = DCA). 从 
而 在 第 三 情形 下 4 是 自 伴 的 (或 超 极 大 的 )， 

我 们 证 明 在 第 一 和 第 二 情形 下 4 是 闭 算 子 ,为 此 只 须 证 
4 一 44#。 因为 A*A", MAA 在 其 定义 域 D(A**) 
内 仍 为 微分 算 子 。 设 rE D(A4**)， 在 第 一 情形 下 对 任 一 
函数 y(z) € D(A4*) 并 在 第 二 情形 下 对 任 一 在 (a, 8) 外 为 堆 
的 D(4*) 的 函数 我 们 用 分 部 积分 法 可 得 


(A**x, y) 一 | gs, E y(O y(t} dt 


= [z(0)y(0) — x(a)yla)] i 
人 
+ À x DQ) dt , 
| 0 (2 ) a: 
在 另 一 方面 


(A**z,y) = (x,A*y) = | TOJE ;20 a 
比较 这 两 个 式 子 我 们 看 出 
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x(0)y(0) — z(a)y(a) = 0, 
由 此 在 第 一 情形 下 x 
xz(1)y(1) 一 zx(0)7(0) = 0, 
而 在 第 二 情形 下 对 8 — oo 
x(077KC0) == 0。 
因为 y(0) 和 y(1) 可 以 任意 选择 ， 所 以 后 面 等 式 仅 当 
*(0)= +*(1) = 0 
时 可 能 ， 但 这 时 x(z) € D(4)， 从 而 我 们 证 明了 DAC 
D(A). 由 此 D(A) = D(4**), 
我 们 来 定义 算 子 4 的 亏 指数 . 方程 4*x 一 ix 在 我 们 考 
虑 的 情形 下 为 


. x . 
1 — = fr, 


除去 线性 相关 外 此 方程 有 唯一 解 10) = ce, AEDE 
A*x == —ix | 
有 唯一 解 | 
s(t) == ce *, x 
在 有 限 区 间 的 情形 下 , 这 两 个 解 均 属 于 La, b), MMRDA 
子 空间 N 及 N- 都 是 一 维 的 , 故 算 子 有 亏 指 数 (1, 1)。 在 第 
二 情形 下 ,属于 空间 L,[0,co) 的 仅 有 第 二 方程 的 解 ce 一 ,而 
子 空间 N; 仅 由 零 元 组 成 。 从 而 在 此 情形 下 算 子 4 的 亏 指数 
X (0,1). 这 就 是 说 ， 在 第 二 情形 下 4 是 极 大 的 且 无 自 伴 扩 
张 . 
我 们 来 构造 在 第 一 情形 下 算 子 4 的 所 有 自 伴 扩张 ， 子 空 
[BJ N, 与 N-; 依次 由 元 ec K e! 所 产生 。 因为 | 


l= (fea) = |=, 
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-e a (Ò a ; 1 e“ — 1 
le = (| ear) = 
所 以 元 e' 和 ee 有 同一 范 数 。 对 元 e 使 元 é ec ”与 之 对 
应 ,其 中 :为 任 一 实数 .对 每 一 z 在 由 形式 如 
y(t) = xlt) + ce! + ce e, x(t)€ D(A), (6) 
KR ERRIME D, 上 由 下 等 式 
Ay = Ax + ice — ice" el 
定义 算 了 于 4. 
这 是 算 子 4 的 自 伴 扩 张 。 这 个 算 子 的 定义 域 D, 可 借助 
边界 条 件 给 定 . 事实 上 ERK yG) El K2 (6) 的 形式 ,那么 
y(0) = c + ce" = ¿(1 + e&t), 
y(1) = ce + ce!" = cle + e), 


由 此 
TOPR E er 
yl) Fte 
因为 
l + ez 
E z + e 
变换 复 平面 上 单位 加 于 其 自身 ,所 以 可 写 
1 + etr = p" 
cf + e ? 


式 中 c 为 一 实数 ， 因 此 
y(0) = e*y(1)., 
KZ tmt ikAk itiu BAO) 将 具有 (6) 式 的 形式 事 


实 上 , 设 y(0) = ey) = ——— l e e — (1). 令 
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x(t) = y(t) — elet + efe), 
那么 
x(0) = y(0) — ¿(1 + et") 


= (0) 一 (1 十 e 


= y(0) — x(0) = 0. 
同 理 可 证 x(1) 一 0. .从 而 | 
y(z) = x(z) + elet + eet), 
AH +*(z) € D(A), WERA (6) 的 形式 。 
由 此 可 知 , 算 子 4 的 目 伴 扩张 4: 的 定义 域 由 L,[0,1] 内 
具有 半 方 可 和 导数 且 满 足 


y(0) = ey(1), e” 


I 十 ett” 

F + e 
的 函数 y|z| 且 仅 由 这 些 函 数 所 组 成 ， 

给 参数 上 以 不 同 的 值 我 们 得 出 连续 统 个 不 同 的 目 伴 扩 
张 。 我 们 来 求 算 子 4: 的 谱 。 它 的 本 征 函 数 是 边 值 问 题 


. dx _ r 15 
K T SB (2) 
z(0) = ex(1). 
的 解 。 它 的 解 是 函数 e, 且 它 满足 条 件 
] = ci) 
由 此 一 4 = 2kr, 
ag Àk = g — 2k=, 


PA WE bA 2#% X 


O = e ikki -一 ei eTit 
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这 些 本 征 函 数 显然 是 规范 化 的 .。 实 轴 上 异 于 4 HIMA 
点 都 是 算 子 A, 的 正则 点 。 事 实 上 ,方程 


i d _ yy = y 


dt 
的 一 般 解 为 
x = e` € —i |. esy(E )dË )， 
我 们 只 须 指出 可 以 选择 常数 c 使 之 满足 条 件 zx(0) 一 ”zx(1)， 
这 就 导致 方程 | 
e == e” fem (° 一 a ey(E) dE)}, 
而 它 显然 可 解 , 如 果 
e1070) 1 
( 即 车 4 关 u). BEAT 4, 具有 纯 点 谱 。 
Oo xm | dE,x 一 5 Ert = e” 3 c ee... (8) 


Ji = — f = == g 


Ax = | AdE,;x = e" še! > Arene 7 (9) 


ya = — = 


AP cs 一 (x,x,)。 算 子 4: 的 函数 有 如 下 形 却 


x 


F(A,.)1z = e” > F(¿,)c, e t”. (10) 
特别 ,对 预 解 算 子 R, 有 如 下 分 解 
Rir m Ci Ss r, (u) 


n=- — 2n7 — À 


对 o= 0, 公式 (8) 给 出 平方 可 和 函数 的 Fourier WARR. 
我 们 现在 回 到 无 穷 区 间 (--co, co) 的 情形 。 我 们 仍 在 
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”LL( 一 00,00) 内 邯 虑 自 伴 算 子 4 一 ; 2. 


我 们 证 明 这 个 算 子 保 范 等 价 于 空间 ZX 一 co ，co) AR 
以 自 变量 的 乘法 算 子 。 这 时 无 界 算 子 4 和 了 的 保 范 等 价 人 性 
是 如 下 理解 的 : 存在 保 范 算 子 U 使 UD(A) = D(B), (JA 
而 D(A)= U-:D(B)) E 
UAU zr = Bx 
对 任意 z€ D(B). 


为 了 建立 算 子 4 =i N B = :的 保 范 等 价 性 ,我 们 利 


用 有 名 的 Plancherel 定理 ,有 关 它 的 证 明 例如 见 [31]。 
设 x(z) 为 空间 L,(—oco, oo) 内 实 值 或 复 值 函数 。 令 
= Í [|° Ure 
yG, a) = VA | (edr, 


于 是 y(1, a) 对 a — oo 在 (一 oo, co) 内 平均 收敛 于 某 一 
EA yE Li( 一 co,00)， 车 再 令 
x(t, a) = > u y(r)e “de, 


x 


那么 x(1,a) 平均 收敛 于 0). 


函数 x(t) 和 y(z) 也 由 公式 
yO) = dr 
M25 dt 2— 
1 de! 
DVE dt | (7) iT dr 
KA. 
此 外 | 
lell = yO. 


前 述 公式 中 的 区 间 (一 a。, a) WARR (a,b), Hh a 
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和 2 独立 地 趋 近 于 co. | 

DRUI LX—oco,o) 内 算 子 由 等 式 

Ux = z (xr ea 
定义 , 式 中 积分 理解 为 有 限 区 间 上 的 积分 依 平均 收敛 的 极限 . 
算 子 已 依 上 述 Plancherel 定理 一 对 一 地 有 鼎 LX 一 co ，co) + 
其 有 目 身 上 和 而且 保持 范 数 。 即 是 说 口 为 保 范 算 子 。 其 逆 算 于 只 
A | 
=u em 
27 -一 

形式 ， 

it r(e) X D(A ) 内 任 一 函数 , 即 zG)€ Lx 一 00,00) H 


存在 人 € L,(—co ,co), FE? 
x = 1 | tlt) e 
y(t) = Ux = 7 | (ce dt 


1. |. (Det dt 
NEP E 


= | i.m 


>x | = =. edt | | 


= 一 一 =L i.m[x(a)e™ — K—a)e™] 
7 2r 
一 一 l| im |. dra) edt, 
-a dt 


- i? 


1) 记号 1. i m 代表 平均 收敛 极限 ， 
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因为 z( O) 和 = 属于 空间 ZL: 一 oo ,oo )， 所 以 当 e。 — co 时 


x(a) 和 x( 一 a) RPE. 从 而 上 述 等 式 右 端 第 一 项 的 极 
RAF. 随 着 人 可 知 此 函数 的 Fourier 变换 也 属于 


L{— ©, co )。 因此 
= — _1 ü dx(r) e't ~ 一 _ 
ty(z) | > dt = g(t) € L,(—co ,0 ). 
从 而 yG) € L,(—co, co) 且 zyG) € LX —co, co), BD 
yYJED(B) 
反之 , 设 <*(z) € DCB). 于 是 


i | OLIVE ( | r ae) (| ZO aar Y < oo 


对 任 一 不 含 点 : 一 0 的 有 限 或 无 限 区 间 成 立 ， 从 而 <GO 在 
(一 coyco) 内 绝对 可 积 ,因此 积分 

YD = U-i = = | (De dt 
O Aana. SARX 


z(t) = = j tr(T)e dr 


o 一 zf 
-| Í (2 
a/ 2x dt J-% 一 红 


dr, 


我 们 看 
| x(7)dr = = | Cry ei" — l)dz +c 
= (y — y(0)) + e. (12) 
我 们 注意 在 这 个 公式 中 出 现 的 无 穷 积 分 关于 zt 整个 办 上 
绝对 且 一 致 收敛 。 由 (12) 可 得 
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y(t) = L| z(Tr)dr + c, (13) 


由 此 可 知 DD 存在 且 属 于 ZL;( 一 co，co)， 即 是 说 y(2 € 


DCA). 

这 样 一 来 我 们 就 证 明了 Ure D(B) 对 <€ D(A) H 
Ur€ D(A) 对 x€ DCB). 

设 re D(B). H (13) 我 们 有 


Ur = y(z) = 1 | z(r)dr + c. 


从 而 
4U-tx = i a = g(t) = z | rxz(r)e dr 
= U Br, 
由 此 
UAU ir = Br, 
这 就 证 明了 算 子 4 和 B 的 保 范 等 价 狂 ， 
没 4 和 8 为 任意 保 范 等 价 算 子 U4U- = B. 
若 Ei, 一 2 < 2 < co 为 算 子 4 的 谱 函数 ， 那么 
Ë, == U E ,U `° 
也 是 单位 分 解 。 令 5 ICE Hier yg 名 所 构成 的 自 伴 算 
子 。 我 们 有 


Bx = | 14Ë, x = lim 5 LECAR) 


k =— < 


= lim > 1kUE(A,ÁJU !z 
hk =— x 


= U (im 5 MkE(At) JU" 


k=— w 


= U (i 14E, ) U = UAU z = Br, 


因此 
Ë, = UE,U 
是 与 算 子 4 保 范 等 价 的 算 子 B 的 谱 函 数 . 由 此 特别 可 知 算 子 


4 和 的 谱 重 合 。 在 我 们 讨论 的 4 = f M B = : 的 具体 


例 中 ,我 们 断定 算 子 4 有 充满 整个 实 轴 纯 连 续 谱 . 
对 算 于 4 的 函数 我 们 得 出 如 下 表现 


F(A): = 二 | FCE) | | (retar eitégE 


= U™F(B)Ux, 
特别 , 算 子 4 的 谱 函 数 可 以 表 成 


À oo 
s= Lf [P Cocear] cas, 
2r 一 oo 


上 面 建立 的 微分 算 子 与 乘 以 自 变 量 的 乘法 算 子 之 间 的 保 
范 等 价 性 并 不 是 微分 算 子 所 独 具 有 的 .事实 上 ,对 任 一 自 伴 算 
子 总 可 以 把 整个 空间 分 解 为 两 两 正 交 的 不 变 子 空间 ， 在 每 一 
个 这 样子 空间 上 我 们 所 考虑 的 算 子 总 保 范 等 价 于 在 (一 oo,oo) 
内 以 某 一 (za) 为 权 的 平方 可 和 函数 所 成 的 空间 内 的 乘 以 自 变 
量 的 乘法 算 子 。 | 
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第 八 章 ”线性 赋 范 空间 内 微分 学 
与 积分 学 的 某 些 问题 


”我 们 在 本 章 考虑 线性 赋 范 空间 内 微分 运算 和 积分 运算 并 
讲述 它们 的 几 个 应 用 . 


S1 数 全 变量 的 抽 香 国 数 的 
微分 法 与 积分 法 


设 瑟 为 一 线性 赋 范 空间 且 尺 为 数 直 线 上 一 个 点 集 ， 一 般 
说 来 映 尺 于 五 的 一 个 非 线 性 的 算 子 xz = x() 以 后 称 为 数值 变 
到 。 例 如 在 微分 几何 中 出 现 的 数值 变量 的 天 量 图 数 ， 微 分 方 
程 的 一 参数 系 的 解 的 全 体 , 算 子 族 , 如 依赖 于 参数 的 积分 算 子 
等 ;都 是 这 样 的 抽象 函数 的 例子 。 UEN TKA RIA 
直线 上 的 区 间 Lab]. 

显然 ,数值 变量 的 抽象 函数 可 以 相 加 ,可 以 乘 以 实数 。 即 
它 构 成 线性 空间 . 

AR x(z) 称 为 在 区 间 [a , 2] 的 点 各 是 连续 的 ,如 果 任 与 
e > 0 存在 6 = 8(to,e ) 使 得 

lele) — Cro) < e 

对 zE [a,b] H. |z — | <8. 

羡 数 如 果 在 区 间 [a,5] 的 每 一 点 连续 , 那么 有 如 通常 ， 
我 们 说 它 在 区 间 [a,6bj ER. 

显然 ， 了 六 数 的 加 靶 运 算 以 及 数 乘 法 运算 不 超出 连续 毅 数 
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类 的 范围 。 

PRU +(z) 称 为 在 La, b] 一 致 连续 的 ， 如 果 任 与 s > 0, 
可 定 8 使 得 对 满足 i 一 zl < 的 [a, 61 内 的 任意 4 和 
tf; 总 有 | 

lC) — rC) < e. 

5181 WRA x = x(a) 在 闭 区 间 [asb] 内 连续 , 那 
么 它 在 此 区 间 内 一 至 连续。 

考虑 数值 函数 plr r), 它 在 正方 形 a a <, < ó 内 由 
等 式 

plar) = eG) — xC) il 
定义 . 不 难看 出 此 函数 在 闭 正 方形 内 连续 ， 从 而 在 其 内 一 致 
连续 . 因此 任 与 s> 0 存在 ó> 0 使 得 对 正方 形 a<z, 
上 2 WE |í — >| < 6,|z, — z,| < 6 的 任意 点 (441,74) 
和 (s, rn) 总 有 


| p(t7) 一 Plt) < s. (1) 
令 | Ti = 5 T= 1 | 
其 中 | — s| 一 0。 


再 注意 到 x 
x PCtzst2) = ||z(z,) — x(t) = 0 
所 以 由 (1) 可 得 
| (#72) | 一 e(z) — x(z,)|| < 8 
对 | — | 一 6。 这 就 证 明了 xG) 的 一 至 连续 人 性。 
不 难 证 明 , 在 [a,5] 上 连续 的 函数 在 此 区 间 上 有 和 异 ( 即 函 
数值 xQ) ,ztE [a,5] 的 集 是 空间 E 的 有 界 集 ). 
微分 法 FERA x = x(z)， 式 中 z€ [a, 5], z€ E, 
用 下 述 等 式 定 义 导 数 x G): 
dx) L A= lim CEAN — le) 
I 一 xD 一 lim 25 n C) (2) 
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如 果 右 边 极 限 在 空间 E 的 收敛 意义 下 存在 ， 我 们 有 
x (d) = zG + Ar) — rl) — alt, Az), 
Az 


AH xltyAr) 一 0 对 Ar 一 0. 
因此 e(t + A?) — r(A = L'Ar t a(2,AZ)A2. (3) 
对 Ar— 0, (3) 式 右边 趋 近 于 零 . 由 此 可 知 , 如 果 rC) 在 点 
z 有 导数 ,那么 它 在 该 点 连续 ， 

容易 建立 微分 法 的 下 述 性 质 : 

1) [x + x(2)] = z'(2) + y' (2), 

2) [Are] = 4x'(z) 对 任意 数值 因子 4， 

3) 设 对 元 x€ E, 定义 了 左 (或 右 ) 乘 以 元 y€ E, BJ 
算 ,并 设 这 个 乘法 是 连续 的 ,关于 加 法 可 分 配 的 且 和 数值 因子 
的 乘法 是 可 换 的 .那么 

[yxC2)] = yz' G), (4) 

即 常 值 因 子 可 以 提出 微分 记号 之 外 . 

性 质 1) 和 2) 是 显然 的 。 性 质 3) 由 左 乘 运算 的 连续 性 
和 可 分 配 姓 得 出 。 即 是 说 

ra [yx()] = lim U t A) — 2 


x(t + Az) — x(t) 


E lim y Až 
= ylim r*G + At) 一 zz) 
A t-—>0 AF 
= gz) 
| ar _ 
同 理 [x(2)y] = x'G)y. (5) 


例 。 设 r = x(t)» xE È, HAE (E. > E,) 内 算 子 ， 
于 是 
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[AzxCQ)] = Ax (z), (6) 
Nik A= AlE (E> E,) B. z€ E,.. 


于 是 
[AG)z] = A'G)<x. (7) 
特别 对 线性 泛 函 有 
{Fry = Fir Ce] (8) 
[f(x] = f Cx. (9) 


高 阶 导数 ”现在 我 们 来 定义 高 阶 导数 .。 可 以 给 出 函数 
r = xG) 在 点 :的 # 阶 导数 x 中 Cz) 以 两 个 定义 类 似 于 数值 
变量 的 数值 函数 的 情形 ? 

1. 设 x 


Azal) = (一 Dr-tChzCr + kAn), 
k=0 
AH Cs 为 二 项 系数 。 Aua) RA z(z) 在 点 :的 * 阶 差 . 
相应 地 ， 
82 (z) = AF, (: -一 7 ar) 


称 为 = 阶 中 心 关 
表达 式 


r (2) 一 lim zy >” hrle) (10) 


在 极限 存在 的 假设 下 , 称 为 函数 C) 在 点 z BJ n MASA. 
如 果 公式 (10) 的 极限 趋 近 在 每 一 点 : 的 一 个 邻 域内 一 致 
地 成 立 ,那么 O 称 为 = 阶 一 致 差 导数 ， 


2. n 阶 累 次 导数 U). 定义 为 函数 *(z) 的 + 次 继续 
微分 的 结果 : 


D WRX IV. 
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O" = 4 xlt), x” (#)o = 4 x (ft)0,* . . 
dr dt 
z) ( z) — d La. 
dt 


EEA WREE # OPRITE z RAEM 


| ù & è e a ò ù í O ¢ 0 O Ah 


x CF) = me 
反之 ,如 果 在 + 由 那 


e ë ea O ù o è U Gs y G è 0 o b 8 °. 


EENEN ETARA SESEO 
形 可 借助 于 在 泛 函 分 析 中 常用 的 方法 而 告 。 
对 任 一 线性 泛 丽 fe E*, 那么 
$G) = f[ xG) ] 
为 数值 函数 ,而 且 由 (8) 
fix l = {HOLY = g Dy 
fix” C] = {fx C1} = p (CO) 
flr Ceh] = pG). 
J: F 


Sare) | 


OD -k CR p| + (4 一 全 jer) 


67.9(72) 一 Do 十 DAr) 


es 


Ka 


u TWF 
= f{x™" 十 OA )o]2， 
1) WIK IV. 
2) WIK IV. 
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式 中 一 n < 0 < = 因为 x (2), 依 假设 在 点 3 — 8 
|z) + OA — PA < e. 
只 要 Ar— 0 时 ,在 + 点 邻 域内 一 致 地 趋 于 零 . 

由 此 
< elifll. (11) 


| 1 各 — ff xn 
Uog 52G) | PEGORA 
EROMEN- fe E* 成 立 ,所 以 


. 6% xl 一 x )( 2) < 8 


eo 
从 而 


xz) (4), = lim 


farkt), 


2 TEF 


而 且 此 极限 趋 近 在 所 考虑 的 每 一 一 点 的 邻 域内 是 一 致 的 。 这 就 
是 所 要 证 明 的 . 
偏 导 数 我 们 介绍 抽象 函数 的 偏 导数 的 概念 
考虑 在 线性 赋 范 空间 互 取 值 的 2 AAEE r, 1;，*……， 
z, 的 函数 z = (tistis tot) E E. 我们 可 以 把 6.2 l. 


n 看 做 ERE = Dne 的 分 量 , 式 中 ;为 相互 正 交 音 


位 7 ERE. 
把 x = x(11,12 ° ° stn) 看 成 在 + AREAK, RATI 


以 定义 它 在 反 b= > t e: BJ n 阶 混合 关于 数 


Ə” 


: x(11st29* ** st )e 
Or; Or, M O07, 
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为 此 我 们 构造 # 阶 混合 差 


A... At Ci) 
=a > (—1)” x[ š + At( e; + Ci, + -+ e)ls 
itfi k 


在 此 Gi, tas tteok) O<; <, <. < i n E: 1,22, 
` 的 某 一 子 集 ， 硬 有 和 是 关于 所 有 这 样子 集 硬 取 的 - 在 
所 而 的 中 心 2 阶 混合 差 


Ôt O 


是 在 点 
To = h - > ei 
取 的 4 阶 混合 差 , 即 


| s 
- 1 | | 
Er 
OF ptm ar To) == | fo 一 2 Az > e; Jo 
í=1 


TEKK zÇ). fE A P = (ñ. o 6) 的 阶 混合 差 
FA x | | 
_ ° 
Ot Öt, ` ` ` Qz, 
是 指 Ar— 0 时 商 


x(z9 , 12 5" * Ln) 


Dti» £," fg (h) 


TOH 

的 极限 ， 如 果 这 个 极限 存在 的 话 . | 
与 此 同时 , 可 以 定义 > 阶 混 合 累 次 导数 ,这 是 函数 r> 
tast atn) 继续 依 n, 依 tinio ti RARR ta 的 微分 ， 式 中 
ko katt toka 是 下 标 1， 2,… ,x 的 任 一 排列 ， 在 此 假设 所 


得 导数 
19 f2s ”37 ,0 fis 123 * ` * sËn °° 
5 r( 12 ) S \ Bun, x(t t | ) )， 
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= 12 |... 8 ... …|} 
Br Von, Ber X11 fas th) 


E RRR- BREE. 
定理 2 A to 一 Ci» 12 > ° ° ata) r BIRTE TE 


+ * o 9% Ù %4% U 
et e o 6 Ò U 8 C & Ò ó w G% + 


tt ù ù ù ù ð Ób GÓ oe 6 o ù 6 G< s G a g Q ọọ S % Ò 


等 . 
- WINE KNEZA. WA 
Plist" .. sfn) = fletat" . sfa) ] 
是 fotot tota DAAR, St 


l 
TOL Dr,e, pets tas AarpCti st? s ` ° ° sta) 


= A f.. ae + DA 人 Aiz， 二 AD 


0 <0, <1,i= 1, 2, ` ,Nn 
对 下 标 | ,2 的 任意 排列 kis kast ` ` >K, 成 立 ， 从 而 


l n | 
f | BF ,prt att t1 5 ° ° ° sfn) | 


= iy rr separ PLT» ° * ,15 ) 


= 9 J... 3 ... A ... 
== Ber | A pi HOA, eh + 0,Az) | 
_ [8 f... roA ...)... 
x IEA | Br G + OAr， ) t|, 
这 是 因为 线性 泛 函 f 可 以 提 到 微分 记号 之 外 . 依 假设 x*(7) 的 
n 阶 混合 累 次 导数 在 五 连续 ,因此 
1》 见 附录 IV. 
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i 
= f... CG HOAHOA} 
| Ər; Otk, . 


-2 4... 9 (po, eadh 一 8 


如 果 Ai UNRRA: 由 此 


!| /| TO Ottn ast) | 
- [a r G --:] | x 


=| j 2-1: > 8 r (2° + OAr ，， 3 十 DAr)- ° ° H 
Ôt k, DA， 


-tE Cat, ee, eee H | 


a 0 -aU E OA st + 6.1).… | 
Otr, | Otz 


8 f.. | 
一 ~ 一 1.， 5, `` `, f 
E 2 Cas Ja. H< < lle. 


这 个 不 等 式 对 任 一 € E* 成 立 ,所 以 | 


l gn Gy — 8 [....8 G 
jar Pisarna CR) a l ar j 
<E, | 
ii 
s8 |... 5 a) 
TO ĝi» fy sto ax CE) A f. te, (五 ) | 
对 Ar 一 0, 这 就 证 明了 


1 _ 
( Az” AAGO , x (Eo) 


的 极限 存在 而 且 等 于 =” Pr 3 X SSX, 
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推论 对 应 于 下 标 1 ,2,.……,n 的 两 个 不 同 排列 的 pri 


°° 和 
e > e t o o Ó o u o Q Ò p  & è G â 4 °. 


EXE, ERRETA 


pona . è X 3 £ t + 电 3 + > N 
ðt, Dtr, (a > ta) 


= lim 7 Bf rtns htt (fs re sfn )5 
而 右 端 不 依赖 于 排列 kiks: skn. 
以 后 当 我 们 谈 到 定义 在 某 一 区 域 的 阶 混合 导数 时 ， 我 
们 总 假设 它 在 此 区 天 连续， 从 而 它 的 两 个 定义 一 致 条 县 记 与 
8" 
Əz,Əz,: Òt, 
代表 这 个 导数 ， 
积分 法 ”以 前 在 谱 理论 中 我 们 考虑 过 Stieltjes 型 的 抽象 
积分 。 然而 在 那里 被 积 函数 通 带 是 实 变 数 的 实 或 复 了 图 数 , 而 
积分 函数 则 为 抽象 的 。 现 在 反 过 来 ， 我 们 考虑 被 积 函 数 为 抽 
象 的 而 积分 图 数 则 为 实 变数 的 积分 法 。 有 如 谱 理 论 情形 , 我 
们 仅 限 于 连续 函数 的 Rieman 积分 *， 
设 r= xlt), a< r < b,x€ E AARAA. 我 们 考虑 
把 区 间 [a,6] 分 割 为 闭 区 间 [zor] 的 所 有 可 能 分 割 


A = [zos isteata] 


LCtist >t ata) 


其 中 
lo = a Ch Ll Ll t =E, 
Py El B = [rs RRA wal) A = [Zos fist * * sin 


* 在 许多 应 用 .上 要 考虑 的 是 在 Banach 空间 取 值 的 所 谓 强 可 测 洱 数 的 类 似 
于 Lebesgue 积分 的 Bochner 积分 ， 一 一 译 老 注 


. 398 ° 


的 细 分 ,如 果 每 一 [s s J 总 是 区 间 [zytin] 之 一 的 一 部 
分 。 对 分 割 也 来 说 分 割 4 的 每 一 区 间 r zal 也 分 割 成 了 
分 割 B 的 区 间 [sr saa l. 如 果 分 割 4 的 所 有 区 闻 [rs tin] 
的 长 不 超过 正 数 8; z, — ti < ó, WAAR Lla, 5] 的 5- 分 
al, 并 记 作 As. 

我 们 称 


s(4 ,z(z)) 一 5 xti) (Zà — ti) (12) 


为 抽象 函数 x(#) 关于 分 割 4 一 [ros s: 的 积分 和 
我 们 孝 虑 函数 ra) E [a,5], xE EE， 其 中 是 完备 的 ， 
我 们 也 考虑 [a, b] 的 5- 分 割 序列 {4;,} 满足 x 一 00 时 
ó, 一 0。 我 们 构造 积分 和 584s sx 人 Ci)。 如 果 2 一 co 时 此 积 
分 和 序列 趋 近 于 极限 
S = lim SAs,» x(#)); 


向 且 此 极限 不 依赖 于 分 割 列 4;, 的 选择 ， 那 么 这 个 极限 称 为 


KR x(z) 在 区 闻 la, b] 上 的 Riemann 积分 并 用 | xz) d: 代 
K. 


定理 3 EG) 在 区 间 [a,b] 连续 ,那么 Rieman 积分 
| -Dae 存在 . 

这 个 定理 的 证 明基 于 下 述 两 个 引 型. 

引 理 2 mR la AIDAN EEN 5- 分 出 4 一 4, 
的 细 分 ， 354 

ISCA) — SCB,x (ON ba), (13) 
Rp o8) = sup lr) 一 xD aA 
“着 :属于 5- 分 割 4 的 区 闻 Lotul, WA 
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l: —#,| < lui l < 5. 
因此 由 (14) 
le — +G;)|| < o). (15) 
I; z 是 分 割 4 的 区 间 rotil] 的 个 数 ,m 是 分 割 B 的 区 
l3] [sos 的 个 数 ， 因 为 分 割 B 是 分 割 4 的 细 分 ,所 以 每 一 
A t i= 1,2,:: ,nn 与 点 sj 之 一 重合 ,sw = z, (在 此 0 = 
二 … < ki =m, m> n), AED AKA Lz 
titi] 分 割 为 分 割 B 的 kisi — K; 个 区 间 [sis sia], 1 一 Ris 
i 十 1,.…， Ka Ë — 1. HRE ; 的 值 由 (15) 有 
xG) — el < (6) 
因此 


S(A,x(2)) = 5 x(t; azi. H 7 z; ) 


£= 0 


| kiim] 
= Sl,G) S Ga D. 
i= 0 了 一 天 


SCB,x(2)) = S zs) — si) 


n—1 好 十 1 一 
= > > xsi+l 一 3i)» 
i=0 j=k; 
ISCA, (22) 一 SCBC) 

n-1 Ki+I 
= |>; > [z (z; ) — x(s;)] GR 一 si) | 
1 = iw 

#—1 K;+1” 


< > > lel) 一 xs — si) 


一 1 ki 1 一 


< ws6) > $ (saa — si) = oC) b— a) 
i=0 1=Kky 
(16) 
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这 就 是 所 要 证 明 的 。 
引 理 3 设 4; 和 4。 是 [oe,6] 的 任意 和 分割 ,那么 
REORG) — SCA 
< (ols) + ole) b — a), 
事实 上 , 常 可 选择 [a，5] 的 这 样 分 割 刀 它 同时 为 A, 和 
A, 的 细 分 。 因 此 由 (13) 
SCAssxC2)) — S(B,+(2))| < olh — a), 
IISCA,,z(z)) — SCB x(t) J| < ole) — a), 
由 此 | 
SCAssxC2)) — S( A.,z(z))|| < Cola) 十 os) — a), 
这 就 是 所 要 证 明 的 。 
现在 来 证 明定 理 。 讨论 [a,5] 的 5, 分割 序列 {4。,}, 其 
hó, 一 0 对 ”一 co。 对 于 对 应 的 积分 和 5(4;,,xC2)) 由 引 
理 3 有 不 等 式 
| ISCA...zx()) 一 SCAs.., rC) 
< Colan) + o(8,+s))(Ó5 — a), 
而 且 由 函数 *(z) 的 一 致 连续 性 知 上 面 不 等 式 右 疹 当 n — oo 
HEITE. 这 就 是 说 ,序列 {SAs <*(0)) Bi aw. 但 
S(As,，x(?))€E E 且 EE 为 完备 的 ,所 以 这 个 序列 在 E 有 极限 5. 
今 设 给 定 la, b] 的 另外 8。- 分 害 序 列 {4。,.} E. e, — 0. 
由 于 前 述 {5(46。,, zG))1 对 2 一 oo 收敛 于 茶 一 极限 S... R 
们 证 明 S, 一 s. 
事实 上 , 结 合 这 两 个 分 割 序列 为 一 个 序列 Ass Ass Aas 
A,，"'*。 对 应 于 这 个 序列 的 积分 和 
S(As. 2), SA, x(t)), ° 
构成 收敛 序列 且 具 有 极限 Sore 等 于 子 序列 (S(A;..zG))y 和 
SC4 xD 的 极限 S 和 Se 从 而 
S = S, = Sepsa 
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定理 证 完 . 
RIIE S A rl) Æ Lab] 上 的 积分 并 用 
| x(t)dt | 


代表 它 ， 
积分 运算 的 性 质 


l. IEO + yle) 14 = | x(t)dz + j yG) dz, 
2. Æ c 为 a $ b Z 8jËE— S. IMA 
x | x(A) dt = | x(t) dt 十 EOL 
3. HAAAT 1 
| Ax(t)dt = 1 E 
”积分 的 性 质 1 一 3 是 显然 的 ， 
4 | oa <| lola. (17) 
事实 上 ,对 分 割 4, = [no otl 有 


I Xi) 镍 一 > x(1;) (tir1 — ti) 


< 3 MOW — 0) 
= SC45» lDN) (18) 
对 5 一 0 积分 和 依次 趋 于 积分 
| EOL 和 (lOl 


且 不 等 式 (18) 变 为 (17). 
5. 如 果 对 元 z€ E, 定义 了 右 (或 左 ) 箭 以 元 yE E, 的 运 
算 , 那 么 
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Ë Š 
| x(t)ydt =| r(z)dty (19) 


(常量 因子 y 可 以 提 到 积分 符号 外 边 )。 
事实 土 ， 对 5- 分 市 A, = [0137 ° 1] 我 们 有 


部 一 工 


S(As, zxG2)y) = > eti )Y Cim — ti) 
i=0 


n—i 


= (> x(z;) (z; 一 5) 


| = S( As,z(2)y). (20) 
令 5 一 0, FA (20) 的 左边 和 右边 依次 趋 近 于 等 式 的 左边 和 
右边 . 
同 理 对 于 左 乘 有 类 似 等 式 


; b 
| yz(z)dt == y | z(z)dt, | (21) 


f 1. 设 4 是 线性 有 界 算 子 肌 E, T E,, B x(26 E,, 
那么 


j Ax(i)dt = À | r(dt. 


W2. 设 4 一 4(1) E (E> E,) 内 算 子 且 连 续 依赖 
Fz. 又 设 ré E,, 那么 


| Ards 一 (| 4a) x, 


在 第 一 例 中 算 子 4 是 常量 左 乘 因子 ， 在 第 二 例 中 元 * 是 
常量 右 乘 因子 ， 
特别 着 f 是 属于 :E* 内 的 一 个 线性 沁 函 ， 那么 


(| (Ddt ) = Wo | far 
-人 Kadt ) <. (22) 
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6. BIR x+ 一 rG), z€ la, b], z€ E 关于 上 有 连续 导 
m 


HORS -xD 
那么 
| #'GQ)ar = z(0) — Ca). (23) 
事实 上 ,对 任 一 线性 泛 函 了 由 〈《22) 有 

j (| oa) = | flx’ (e) ] dt = | £ flre) ldt. 


但 f[x(z)] 是 连续 数值 函数 ,对 于 它 有 
EOL = f[x(5)] — f[ z(a)]1. 
因此 
Í | war) = f[x(5)] — f[z(a)1. (24) 


等 式 (24) 既 然 对 任 一 线性 泛 汤 成 并 ,所 以 《23) RA. AA 
是 所 要 证 明 的 ， x 

最 后 我 们 考虑 变动 上 限 的 积分 。 RrU) 在 La, 5] 连续 
B. a <£ <). 


那么 存在 
y(z) = | =ar, 


y(z) 为 某 一 抽象 水 数 ， 
7. 具有 变动 上 限 的 连续 抽象 函数 x(z) 的 积分 是 积分 上 限 
HI ET IR THS ba 2 E. 


( | x(r)dt ) = r(A). 
显然 有 
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yt + AD) — = | (na 
且 x(t) = 2 xdr. 
At dt 


由 此 


y(t + Az) — y(t) _ (D) 
Az 


1 十 入 站 _ 
- =). [x(7) — xe) ldr. 

任 给 s> 0, 存在 8 > 0 使 jx(i) 一 +*G l| <= 对 
an 一石 | 二 5。 因此 若 lal < ó 我 们 有 


—— — x(f) | 


At 


| 1 十 所 y 
< 二 TD 一 zol 
一 sT | j= e. 
最 后 这 个 不 等 式 是 说 


y' (e) = lim y(: + At) -一 y(z) 
at) Al 
存在 且 
yG) = r(z), 


MADE 考虑 微分 方程 
E Kes) (25) 
其 中 x 和 f(1,x) 是 完备 赋 范 空间 E 的 元 且 z€ [a,b]. 我 们 
设 1f(1:，x) 关于 * 连续 而 且 作 为 * 的 函数 满足 Lipschitz 条 
ËF: 


° 405 。 


u xı) 一 FCs x) < L.||z: 一 x|!. (26) 
用 CE[a,5b1 代表 定义 在 [e,2] LHE E RRÍ8 BRJET48 EE 
FAA rC), zE [a,b], rE E 的 全 体 。 
在 空间 C5[a,b] 内 引入 范 数 , 令 
Jele = mazli. 
R E— ṣi, Cla, b] 也 是 完备 空间 。 这 个 论断 的 证 朋 
和 对 其 特殊 情形 E 一 R。Cz[a, b] 一 CLsb] 的 证 明 完全 一 
样 。 
随 方程 (25 ) 我 们 考虑 方程 
eCa) = x, + | frsr(tTD ara < < 
<, + ó < b). x (27) 
此 方程 右 端 用 4,(x) 代表 ， 4i(x) 是 一 算 子 :变换 CĦ[ zs 
to 十 6] 的 元 x = xG) 于 同一 空间 的 另 一 元 。 我 们 有 
JAL] — ALON = | CHC) He, yc) Iar| 


< [T HE, =G) — esar. 
从 而 由 (26) | 
io — AG < L |” lC) — Khar 


fo 


< Lëmax|*(z) — y| = Lalle — ylle. (28) 


如 果 La < 1, WAH (28) 知 算 子 4 给 出 空间 Cir 
zo 十 8] 到 其 自身 的 压缩 映 象 。 由 此 存在 方程 (27) 的 唯一 解 
( 见 $7). 

方程 (27) 等 价 于 具有 初 值 条 件 rla) = x, 的 方程 (25). 
从 而 方程 (25) 在 区 闻 [ot 十 5] 有 唯一 一 个 满足 x(10) 二 x, 
的 解 . 
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特别 ,对 任意 初 值 x(a) = x。， 此 方程 在 lasa + 86] 上 
有 唯一 解 xG), 这 个 解 可 以 延 拓 到 整个 区 间 Lasd] 事实 
E. a+ ó<5, B x(a 十 6) = 二 x, 那么 在 区 间 [a + 8, 
a + 26] 上 重复 上 述 方法 可 以 构造 一 个 具有 初 值 + 的 解 , 照 
此 类 推 ， 

例 1， 若 E 为 x 维 线性 空间 ,那么 得 出 通常 > 个 微分 方 
程 的 组 的 存在 定理 . o 

例 2， 若 五 为 空间 1,，,c,m 等 ， 那么 得 出 无 限 微 分 方程 
组 的 解 的 存在 的 证 朋 ， | 


;2 差分 格式 与 Lax 定理 


用 有 限 差分 法 近似 求解 数学 物理 方程 的 边 值 问题 时 ， 我 
们 遇见 了 这 样 情况 , 即 在 某 些 情况 下 ,收敛 过 程 对 自 变量 差分 
任意 趋 近 于 零 时 不 成 立 。 此 外 , 对 解 差分 边 值 问题 在 逐次 计 
算 未 知 函数 的 值 时 出 现任 意 大 的 误差 致使 不 可 能 用 差分 方程 
的 解 代 替 微 分 方程 的 解 。 因 此 对 解 波动 方程 

O'u Ou 
82 ðr 
的 Cauchy 问题 代 以 差分 方程 
U: T Ugro 
式 中 wz 和 xs 代表 依 对 应 变量 的 二 阶 对 称 差分 时 , 则 仅 当 独 
立 变量 的 差 商 分 不 起 过 一 时 我 们 得 出 收 全 。 完 全 同 理 , 着 
对 传 热 的 边 值 问 是 


ðu Ou 


0: Or’ 
u(x,0) = p(x) 0 =< x < 1, 
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| #(0, z) = ull, #) == 0 
代 以 差分 格式 


Um — Um — Umi, — Um T Umi 

A: (AxY 
m = 1,2,...， ) 
RP ug 一 wkAxynAt)， 而 且 继续 用 un EN un 时 我 们 将 


得 出 当 AY > 1 时 这 样 的 误差 积累 使 不 可 能 应 用 所 指 的 


Um = Pp(mAx ) ug. = uy = 0 | | 
| E | n = 0, 1,2,7». 


格式 . 

我 们 将 证 明 这 两 个 现象 是 密切 联系 的 。 下面 我 们 对 最 简 
单 的 情形 来 研究 Lax 在 这 个 方面 的 结果 [28]. 

设 z=x(#) ,0 < z < 了 为 在 Banach 空间 互 取 值 的 抽象 函 
数 。 设 4 为 作用 于 此 空间 内 的 线性 算 子 ， 具 有 稠密 定义 域 . 
D(A): 算 子 4 可 能 是 无 界 的 。 此 外 设 为 空间 E 的 一 个 固 
定 元 。 我 们 考虑 方程 

£ Ax 0<i<T (1) 


x(0) = Yo (2) 
这 个 问题 的 解 我 们 认为 是 抽象 函数 x(z) 使 得 
E 1) xz) € D(A) 对 所 有 z€ [0.,T] 
x | 2) EN r (z 十 : — x(t) 
当 有 一 0 时 在 整个 区 间 [0,， 7 了] 上 一 致 收敛 于 x'(z)， 
3) x(z) 满足 方程 (1) 和 初 值 条 件 O.. 


O 4 的 定义 域 DCA) 往往 由 忆 内 满足 某 些 边界 条 件 的 函数 rO) 所 组 成 
一 一 译 者 广 
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设 对 某 些 x。 存在 问题 (1) 一 (2) 的 唯一 解 . 不 难 验证 这 
样 的 xo 的 集 D(R) 是 一 REWE. 对 每 一 4， 对 于 元 xo € 
D(R) 有 满足 条 件 1) 一 3) 的 唯一 元 *() 与 之 对 应 ， 这 样 我 
们 就 导致 一 个 算 子 RO 由 等 式 

xi) = Rt) xos Ro( 0 )xo = Xo (0 =< =< z < T), 
定义 ,而 它 给 出 我 们 考虑 的 问题 的 解 . 由 于 算 子 4 是 线性 的 ， 
算 子 RONNE * 也 是 线性 的 。 此 外 我 们 也 假设 R(x 
对 :一 0 和 re DC(R)。 我 们 说 ， 已 知 问题 是 适 定 的 如 果 
DCR) 在 了 稠密 而 且 算 子 族 RO 关于 + 在 DCR) 上 一 致 有 
Sh. PA, s kusilla 
义 一 致 。 

在 以 上 关于 算 子 RO 所作 的 假设 下 , 我 们 可 对 每 一 z 
依 连 续 性 扩张 _Ru(z) 于 线性 算 子 RO 定义 于 整个 空间 E. 上 . 
抽象 函数 +G = Rr 称 为 由 初 值 xo€ D(R) 定义 的 问 
题 (1) 一 (2) 的 广义 解 。 注意 算 子 族 在 区 间 [0, T] 上 也 是 一 
致 有 界 的 ， 此 外 对 :一 +0, RG) 一 1 在 按 点 收敛 意义 下 
R. 

我 们 再 作 一 个 假定 。 我 们 设 ， 如 果 由 初 值 x 出 发 在 点 
=n PER 0, AAW x(1o) 看 作 初 值 由 它 出 发 再 对 
>n 找 zG), 以 及 直接 由 x。 BRR x(1)， 都 导致 同一 结 
H, WAF RG) 来 说 这 就 表示 

R(t 一 to) R(10) = R(t) 
p 
| RC, )RC2:) = R (4 + t3) | (3) 
对 任意 11,1; > 0. x : 

我 们 所 作 的 假定 在 对 应 用 说 来 是 重要 的 。 大 多 数 情形 是 
满足 的 . 它 由 一 个 物理 系统 的 后 面 的 状态 由 其 前 面 状态 而 完 
全 确定 这 一 原理 而 得 出 。 
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可 以 找 出 必须 附加 于 算 子 4 的 条 件 使 得 等 式 (3) 成 立 ， 
关于 这 一 点 可 参考 [35]， 
现在 我 们 引入 问题 的 有 限 差分 逼近 的 概念 。 设 x, x 
… zw 是 空间 巨 的 一 系 点 ,我 们 取 它 做 函数 0 的 逼近 值 ， 
RE, € x, œ x(nA?) n=1,2, N NA 一 了。 假设 
ATARREARIE-MTHE, HT NDD 
” 系 两 个 相 邻 的 点 。 因 为 x， 是 x(zA:) 的 近似 值 ,所 以 自然 假 
设 含 于 方程 中 联系 x, fi ron 的 算 子 依赖 于 Ar. EIRT E 
设 方程 关于 z, 可 解 。 于 是 我 们 导致 递归 关系 
tny = C(Az)x,, n = 0,1,---, N —1, (4) 
x 给 定 ， 
Rh C(A) 为 有 办 才子. 我 从 此 和 了 为 (1)—(2) 


zn + 1)Ar)— (nat) O Ena tn 


Az Az 

_ C(Aznxz, — x, __ C(A:) — I 

> —— = —s 
Ar At 


所 以 KADI a, 必须 通 近 些 ， 但 在 另 一 方面 由 (1) 


所 以 为 了 关系 (4) 确实 还 近 边 值 问题 , 表 法 式 CA — L 5 


At 


须 在 某 一 意义 下 逼近 算 子 4. 与 此 相应 ,我 们 说 问题 (1) 一 (2》 
的 有 限 差分 迫近 (4) 满 足协 调 性 条 件 ,如 果 当 Az — 0 时 


| (so! — À EO 


在 精确 解 O WAE LERF EKT 内 一 致 成 
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— Ü, 


t Wm A I< 


MEHMET eL 的 初 值 z, MARE E ME. 
设 x, = CCKAr)t 天 一 0,1 2 — 1 
x BE | o (4) 
ELENE (1) 一 (2》 的 有 限 差分 逼近 ， 继 续 应 用 公式 (4)， 
k= 0,1, 2 一 1 我们 得 出 ._ 
| = |C(A;)] "x, | 65) 
因为 点 Xa ERAN xz) = RG)x, 对 t = TN BJ Ë Ur 18. 
所 以 我 们 引入 下 述 定 义 ， 问题 (1) 一 (OVERENDE 
为 收敛 的 ， 如 果 对 任 一 趋 近 于 零 的 序列 {Ar} 和 任 一 ze E, 
u k — co 和 nA >l, ORIETHN,. i 
ICCA) J "txo 一 ROU)xol — 0. 
有 限 莽 分 过 近 称 为 稳定 内 ， 各 果 对 任 一 履 钱 于 零 的 序列 
{Ait} 算 子 集 
[C(A F n=1l,2,: 50 S nA < T 
在 算 子 空 则 依 范 数 有 界 。 WH SBER3E B iS E, DA BS 
解 xlna) 的 所 有 近似 值 <, 的 集 对 任 一 HPA z 依 全 体 
AR. 
有 下 述 基本 定理 成 立 


EE. 设 ÍI[C(Az)]”'), AR Az 一 0，0 < s AT < 
T, 是 空间 (E -> E) 的 无 界 集 。 那么 由 Banach-Steinhaus E 
理 的 注意 ,存在 子 序列 {EC(Aw)]"*} 和 元 和 使 {[CCAw)]* 
Xx) 是 空间 E 的 无 界 元 列 ， 

因为 Sns 三 TT， 所 以 由 序列 (mA) F a ETA 
{n Art} KATER nE [0, T] 从 而 将 有 

ILC CA) I kxl — oo, nr Art — tos 
Hrs 


但 在 另 一 方面 由 逼近 的 收 剑 性 假设 x 
x JOC(A:2)1 %;=, — R(zo)xz || — 0, 

由 此 MECCA) I’ xz || — [RC )tol] = c, 

Ape 为 有 限 数 . 这 就 得 出 矛盾 。 从 而 (LCA 1)]"} ER 

子 空间 有 界 集 ， 必 要 性 得 证 . 

充分 性 。 设 zG2) 一 RG)z, 是 在 协调 性 条 件 定义 中 给 定 

HREL 内 的 精确 解 之 一 . 那么 对 se>6 存 在 2 使 
(= -1o 


-对 0<Ar 一 5， 和 [0,T] 内 任 一 1 此 外 依 靖 确 解 定名 
们 有 


|< = 
2 


| xí z 十 Ar) — r(t) — 4: 

kaw A O] 

对 0 一 Ar < 8, 和 在 [0,T] 内 一 致 . 或 者 再 考虑 到 
aQ + Az) = RC + Ar)xo 一 ROADRCOm | 


© = R( At)x(t), 
URADI Ns 
K x Ti ).@)| < 2 


对 “0 之 Ar < ë, 和 在 (0, T] 内 一 致 . 
由 此 对 0<Aric 6 — min(8,,ó,) — 
lLC(A:) 一 R(A:z)]zG(2)]|| < cAr (6) 

”而且 对 I0,T] SP :. x i 

设 ‘Xo 2938 FEAA E T A ROA TOME 

z, = {CCA )]” 一 R(mAu))zo 

式 中 {Att} 为 收敛 于 零 的 序列 且 n At >f, 利用 等 式 

x R(A)R(0) - = RG t) bb > 0 | 
经 过 简单 计算 可 得 


T a 


mhiin SE . 


W wama v i í 


f —1 
ze = > f[CCALD)]2fR[( — (m + 1))Ag] 
—[C(Axz)]”R[(m — m )Art l }xo 


mk —1 
== 2 [CCA VCC A) — RCA) YRI Cnr 


— (m + 1))Az lxo. 
由 此 


7 


k—1 
leall < 2; ICCP CA) — RCA) 


x R[(m, — (m + 1))Ax x]. (7) 
HB IT Sa E RE d 2: #F #E A AKIE 
Iclal” < K. (8) 


于 是 把 (6) 和 (8) 应 用 到 (7) 可 得 


|lz,|| < ` Kg8gA = Ken At < KeT, 
m=0 


因为 5 是 任意 的 ;有 所 以 - 
o iello 对 Ai 一 0， mA 一。 
此 外 我 们 有 ` 
LECCA) — RE) eoll < HEC Ag)” (9) 
一 R(nrArt )}xoll | 
+ |l[ RCA) — RCE) lro! 
= |lz,!| + [ER CrrA) — R(z)]=.ll. 
我 们 来 考虑 后 一 项 .在 此 有 
R(m] Agt) — RC) = 
人 一 IIRC) 对 r = nArt— z > 0, 
—[R(z) — I]RG) X r= ;— mAr > 0, 
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其 中 ff = n,A;t. 
在 两 个 情形 下 对 nA >t 
[R(z) — 1] — 0 
H RG) 或 R(2) 有 界 。 因 此 对 t< mAg 
[LRC A) — RO lell < RO RC) 一 站 al < eM 
(10) 
式 中 ee 一 0 对 :一 0,， 且 
M = supl RON. 


A MURER t > nAz RY. 从 而 由 (9) 和 (10) u 可 得 
MECCA) l] — RCO) xol < hell + EM, 
而 且 对 ngA 一 t 右 端 两 项 可 使 之 任意 小 ， 所 以 在 作为 流 形 
L 内 的 解 的 初 值 x。 上 有 
= {CICA — RC} — 0, 
如 果 x 为 空间 任 一 元 ,那么 可 以 写 
tECCAtD] — RC) }e 一 人 CCAtD)] — RCDjz 
+ [C(Au)1%(z — x0) + RE — x+), 
而 且 容易 看 出 ， 右 端 的 三 个 项 都 可 以 使 之 任意 小 。 第 一 项 由 
刚才 的 证 明 得 知 , 而 另 两 项 则 因为 元 r RE E AE mHE 
[[C(A2z)1%1 和 {RO 有 界 。 由 此 | 
([C(Az)]% — R(z))x — 0 
对 Ai 一 0 和 m Au >t 在 整个 EE 上 成 六。 充分 性 证 完 . 
作为 Lax 定理 的 应 用 ,我 们 考虑 对 传 热 方程 的 边 值 问题 ， 
du bu OcE<a, 0<:<T 


Or aE? (11) 
u(0,2) = ula,t) = 0, u(é,0) = pë) 
的 有 限 差 分 法 。 


REKE [0,e] 的 两 个 端点 为 零 且 在 此 区 间 上 连续 的 所 
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有 函数 所 成 的 空间 C,[0, a] 为 基本 Banach 空间 。 那么 两 
变量 的 连续 函数 uE, t) 式 中 wu(0, 1) =u (a,t) 二 0， 可 
以 看 做 空间 C 0,s]】 内 一 参数 系 的 元 

u (Ë) = y(t), 


而 且 边 值 问题 (11) 可 以 写成 
SE = dr, z(0) = ç, (12) 
| | š . 
式 中 4 是 微分 算 子 
A = c? d 
dE? 


定义 在 空间 ClO, 2] 内 二 次 连续 可 微 且 对 专 一 0 和 二 一 4 
为 零 的 函数 的 集 上 . 
作为 逼近 边 值 问题 可 选 系 
u, — uo 1 Uig ~ 2587 + hi 
— == c CAD (13) 
1 一 1,2,…….， J — 1, n= 1, 2,:-" ",N, 
JAE = 7 NA; = T, 
和 边 值 条 件 
u = uj = 0, uj = 9(1A8). (14) 
系 (13) 的 解 首先 仅 在 形 如 (1AE, nAz) 的 点 上 确定 。 用 
线性 插值 我 们 在 矩形 0<¿ < a,0 < , < T 所 有 其 余 的 后 补 
EXE, 并 用 UCE, 2) 代表 这 个 解 。 又 Z(E,nAz) 将 看 做 空 
H Co[0，e] 的 元 x; 而且 认 为 它们 是 解 zG) 在 点 上 一 nAt 
的 近似 值 ， 如 果 假 设 Az TI A 不 是 独 辽 的 ， 并 认为 A£ 一 
g(A:), HR g(e)— 0 对 a 一 0, 那么 近似 边 值 问题 可 以 写 
成 递归 公式 的 形式 
x, = C(Az)r,, x = g 
n = 0,1,2,- N— L (5) 
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问题 (11) 从 而 (12) 如 所 熟知 是 适 定 的 ， 如 果 注 意 对 充分 光 
滑 的 函数 差 商 在 矩形 O0<£ < a, 0 < /< T 内 一 致 收敛 于 
导数 ,那么 对 这 样 函数 当 Al — 0 时 
— — 4 ) (O) ||— 0 
| Az ' 


从 而 协调 性 条 件 也 满足 ， 
我 们 证 明 ， 为 了 解 差 分 边 值 问题 有 极 值 原理 成 立 : 
解 在 差分 网 的 内 点 的 最 大 伟 ( 景 小 什 ) 不 可 能 超过 (可 能 


u = Wit 
为 解 在 内 点 的 最 大 值 , 而 且 假 设 w M j R FPR n 和 /的 最 小 
值 使 得 w? = x。 对 这 些 下 标的 值 写 出 方程 (13) 可 得 
u -一 yo 2 tiyki 一 uh 十 tyi 
At (AEF 
”但 这 个 等 式 是 不 可 能 的 ， 因 为 它 的 左边 由 
u? > up 
为 正 ， 而 右边 由 
| t 之 Wih 
和 uh > uig 
为 负 。 这 个 矛 秆 证 明了 极 值 原理 . 
由 极 值 原理 知 函 数 Cs) 在 矩形 O0<¿;=< a 0 <; < T 
的 边界 取 最 大 值 和 最 小 值 . 
若 写 等 式 (15 ) 为 如 下 形式 
x, = [C(A Fp, 
那么 根据 刚才 所 说 的 有 
sup|z.(8)| = llLC(A2191 < sup|@(š)| = lol, 由 
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此 得 出 上 [CCAz)1" 所 1 HER A Mn 从 而 和 逼近 稳定 。 
由 此 根据 Lax 定理 可 知 差分 边 值 问题 的 解 收银 于 微分 方程 这 
值 问题 的 解 。 


$3 抽象 国 数 的 微分 


定义 ” 设 ,和 5, 为 线性 赋 范 空间 , y = f(x) 为 定义 
T E, BREF E, 内 的 抽象 函数 . 
类 似 于 有 限 个 数值 变量 的 函数 的 微分 的 定义 我 们 引入 抽 
象 函数 微分 的 两 个 定义 。 
强 微分 (Fréchet 微分 ) 设 天 为 空间 E, 的 任 一 元 , 设 存 
在 线性 算 子 l€ (E, 一 E,) (一般 依赖 于 r) 使 得 


f(x + h) — E = lb + wr,h) = (1) 
式 中 | I 
le) 对 人 lo 0) 


l| 
在 此 情形 下 我 们 称 A 为 函数 f(x) 在 点 * 对 应 于 变量 的 
增 量 4 的 强 微分 或 Fréchet 微分 . 并 用 desh) RÈ. 
线性 算 子 ! 一 般 依 赖 于 * 用 FG) 代表 ,于 是 
dix, h) = f(x)h, F(x) E (E; —> E;) (3) 
算 子 (x) 可 以 看 做 其 值 属于 (E: 一 E,) 的 * WRN, 
它 定义 于 fx) 在 其 上 可 微分 的 集 {x}CE。 E. 
我 们 称 了 (x) 为 函数 f(x) 在 点 * 的 一 阶 强 导数 或 Fréchet 
导数 。 等 式 (1) 可 以 写成 
fCx + h) — fx) = Ph + ol Ml) (4) 
这 个 等 式 右 边 的 第 一 项 是 到 的 线性 函数 它 除去 一 个 较 ||ñ || ë 
阶 的 无 穷 小 量 外 逼近 f(x + A) 一 G). 
PR 《Gateaux 微分 ) 函数 f(x) 在 点 * 的 弱 微 分 是 
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指 表 达 式 
Dila, h) = È Kz + A) 
dt 1=0 


= lim 
t — Ü 


假设 等 式 右边 的 极限 是 在 范 数 收敛 意义 下 而 存在 的 2， 

例 1. 设 E, = E, = Cfa,b]， 又 设 

(G) = | KG, )gCGe,z( o), 

Ah Kle, s) 在 正方 形 a < :, < b RER, H glu, v) 
为 两 变 元 函数 定义 于 带 形 ¿< u <, —co <v < +oo H 
在 此 区 域 连续 。 FEIC) 为 一 抽象 函数 定义 于 Cla, b] H 
只 有 值 于 同一 空间 . 

我 们 设 函 数 glu, v) 不 仅 连 续 而 且 有 偏 导数 gu, v) 在 
带 形 a < u < b, —oco < "一 十 oo 一 致 连续 ,那么 f(x) 为 
强 可 微 函 数 ， 事 实 上 ,对 任意 函数 hs)e Cla, b) 有 


Íz + h) — f(r) 一 KOOG + A(s) )ds 
x 一 | KG eCss ras | 


== | KGas LgCs,xCs) + h(s)) 
一 g(s,x(s))]ds. 


f(x + th) — f(x) 


fk Lagrange 中 值 定理 . 
| g( s, x(s) + h(s)) 一 g( s, x(s)) 


1) 有 时 弱 微 分 是 指 x 
tf-—-0 rÀ 

在 此 极限 是 指 元 的 弱 收 剑 意 义 下 而 取 的 . 也 注意 . Gateaux 微分 昌 为 齐 

性 的 但 并 不 假设 它 可 加 的 ， 
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= go(ssx(5) + OCs)hls))hCs)» 

其 中 0<0(.) < 1。 此 外 我 们 有 
g (s,z(+) + Os)hCs)) = gols x(s)) 
+ ols,x(s), OC hs ))9 

在 此 对 | 一 0， 即 在 [Lab] 上 一 致 地 hs) 一 0 hts als, 
*(s), G(s)h(s)) 一 0 也 在 [a, b] 上 一 致 成 立 , 这 是 因为 在 有 
FAKI a < s< b, |x | < cis |u | <c TERNER 
区 域 一 致 连续 。 因 此 


Ka + h) — JG) 一 xG, Jels, rsh sas 


十 | Ks, sakssx(s), ORs) Cs)ds 
= | + w(x,h), 


式 中 | 
x 及 一 | KG, gss CS)as 
R. 
ox56) = | KG, Jass 2C) ACACA 25, 
这 时 x E 


Ces AN = max 


| KC, Dals zGO),0C00C2))0Go)4; 
S max KGs) lels xCs),0C RC)) 6— a) 


x || = clleCs, xCs), OG)4C Ns, 
W jk \ | 
o H PECE OKOLO 


1) aCsyxsu) = gsx + u) — gs92), 
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对 Mil — o. 
Mim f(x) W Fréchet 可 微 且 
df(z, b) = | KG, gs (Os. 
2.112 ESE PPR yG), a < , < b 的 空间 Cla, 
bl 以 
iy] = max( |y(2)|, |y'G212 
为 范 数 。 在 此 空间 考虑 最 简单 变 分 问题 的 泛 函 
J) = | FG, 10'a 


两 个 微分 的 定义 对 应 于 两 个 熟知 的 变 分 的 定义 。 
同样 事实 对 变 分 学 内 另外 泛 函 成 立 ， 事 实 上 抽象 函数 的 
微分 的 定义 在 变 分 法 内 目 然 出 现 ， x 
D(x,h) 且 D/(z,b) ' =s afCx,8). 
事实 上 ， 
fx + th) — fr) == Jan) - + olr, th) 
| = fdf(r,h) + o(x; th). 
在 此 由 (2) | 
lo(z,zh)|| = ol zpll) 一 oo = oo) 
当 + 一 0 时 是 较 + 为 高 阶 的 无 穷 小 。 因 此 
Ka ENTIE fx, h) 十 ELEH r danh) 


对 1 一 0。 因此 


Df(x, h) 一 lim 


Le tth) — E) r., 
; = dÍ(x, A), 


由 此 我 们 证 明了 弱 微 分 的 存在 且 与 强 微分 相等 . 
在 DIe, h) 的 定义 中 没有 要 求 它 关于 4 是 线性 的 。 如 
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果 此 事 成 立 ,那么 
Di(x,h) = Lh = f(x)h, | 
AH Oa) 是 关于 % 的 线性 算 子 .我 们 称 POT) 为 函数 IQ) 
在 后 * RID FA. 
”定理 2 如 果 在 球 |x 一 zl < r 内 存在 弱 微 分 Di(x,4) 


微分 diles h) H 
s  dj(z,h) = DI(z,h). 
事实 上 ,对 || < >Cz)， 式 中 数 rx) 是 属于 球 |z 一 
*ol| 二 + 的 x 的 球 邻 域 的 半径 , 在 所 有 点 r: = x + h, 0 < 
t <1 存在 微分 Df(x,,4)， 因 为 


Diles, h) = lim Í t AB) 一 JC) 
入 上下 At 


H xı + Ath = + + (t + A!z)À T Kitar’ x 
所 以 x | x 


= l LERTO, — fCx:) = d 
DiC x h) lim A 了 Hrs) 


d 
fx 十 th). 


我 们 证 明 微分 DICA) 依 变 量 的 可 加 性 : 
Dileh, + h) = DK, h) + Dileh). (5) 
首先 注意 ,由 于 函数 x 
Dien h) = + (x + sh) 
的 连续 性 的 假设 我 们 有 
f(x + th) — f(x) = | 全 f(x + Th)ar 
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=n | DI(x + rh, h dr 
0 


= Dileh) + o, (6) 
AP | 
o, = | LDK + rhoh) — DICA) ldr, 
同 理 E 
x f(x + i(h, + ha)) 一 f(x) = tDÍCx, h, + hı) 十 s (7) 
式 中 
w, = | [DFCz + r, + h), + h) 
— DfCx,h: + h)ldt, 
H. 


He + (h, + h) — Kx + th) = tD/(xz,h) + oss (8) 
式 中 


0; = | [DI x + thi + rhah) — DIEC xshi) ldr. 


因为 D/(x,h) 对 变量 * 连续 ,所 以 对 任意 s > 0 和 对 充 
Py |N 2 > 0 K SS: 


|D/(x + thh) — DfCx, h) < Z, 
[DiC + Ch, + h);h + b) 一 DIGoh, + hll < Z, 


(Die + b, + thash) 一 DI ho) < £, 


由 此 


lo = | IDIG + shishs) 一 Dirtlar| < Ža, 


同 理 
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€ 8 
lll < 了 IPA < 了 


由 (6),〈《7)，(〈8) 可 得 
0 一 [Kxz + th) — Í(z)] + [f(x + Ch + h)) 
— f(x + th)] — [fx + Ch + ,)) — iC] 
= tL Df(x,h) + DJ(x,h,) — DICx sh, + h)] 十 o 
十 a 一 o, 
由 此 
Df(x,h,) + D/(x,b,) — DIC x, h, + ha) 


=> (e, + o — c), 


从 而 x 
[DfCx,h) + Dirsh) — Df(x,h, + h) 


1 
< (lll + loll + loll) < e. 


因为 s 是 任意 的 ,所 以 
[DfC x ,h,) 十 DÍCx, hı) — Df(x,h, + ha) == 0, 
因此 (5) 得 证 ,此 外 , 因 Df(x,h) 关于 到 连续 ,所 以 它 关于 4 
是 线性 有 界 算 子 : DI(x, k) = jz)4。 因为 DKx, h) = 
Pleh 关于 z 一 致 连续 ,所 以 G 关于 z 一 致 连续 。 
现在 我 们 证 明 
f(x + h) — FC) = f(x)h + odal). (r) 
如 果 这 样 ， 那 么 DKr, h) 作为 差 Ke +) — JG) 关于 4 
的 主要 线性 部 分 将 与 4fCx,h) 一 致 
我 们 有 


Kae + h) — JG) = PIC + th)dt 


= | Df(z + th, h)dt = (J. f(x + th)edt )h 
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= f'(x )h +o x (9) 
h 
= (| UG + ñ), — Fle) ldt)h. 


由 f(x)。 的 一 致 连续 性 ,对 0 < * < 1 # 
KETRON ETEA 对 all — o, 


由 此 
joli < || IG + ñ), — Flad al 
< | IG + ñ), — F laala < CANNA, 
这 就 证 明了 等 式 (4 )。 
由 此 
D/(z,h) = df(x,h), f (a), = F (a). 
这 就 是 所 要 证 明 的 ， — 
以 后 不 作 特别 声明 时 ， 对 所 有 考 起 到 的 可 微分 函数 / 将 
it Df(x,h) = df(x,h). 


注意 ,如 果 在 球 jx 一 x < ”内 有 不 等 式 
(e) < L x 
成 立 , 且 Xis 1? 属于 此 球 ， 那 么 
WC) — Kx.) < L| — xl. 
事实 上 , 由 球 |x zrl < ”的 凸 性 ,由 z, 和 =; ET apk as 
含 联 此 两 点 的 线段 ia) 也 属于 此 球 . x 
x, = (1 — t)x, + tz = xr — z,) + x,,0 < z < 1, 
H k, ë] A | 
HEDEG? 
HWX 


Kaa) — IG) 一 | Fa — zar, 


e 424 ° 


所 以 
| Cell 一 al 


Lillx; mam xil 


HED _ ell 


A 人 


$4” 逆 算 子 定理 .牛顿 方法 


利用 算 子 导数 的 概念 可 以 证 明 逆 算 子 局 部 存在 的 定理 ， 
类 似 于 其 有 不 为 零 的 导数 的 单调 函数 的 逆 函 数 的 存在 定理 ， 

定理 1 RET y= f(x) 定义 在 空间 EKIA z, BJ AE 
一 邻 域 目 映 此 邻 域 于 EE，. 假设 


| 和 


“考虑 方程 
x = A(z, y), (1) 
式 中 
A(x;y) = x — [f(xo)] (f(x) — y) (2) 
且 y 起 参数 作用 . 


不 难看 出 ， 如 果 对 给 定 的 VEE, JEER r, 那么 
K) = yy， 反之 也 成 立 。 为 了 证 明 方 程 (1) 的 解 存 在 , 我 们 应 
用 球 缩 映 象 原理 ， 

HEE yE E, 我 们 有 

A'(z,y) = 1 一 [Fxo)] FCE) 
= [f(xo)] C Cr) — f(x)), 
由 此 对 |z — xç < r 
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A (z; y) < NEF Ceo) IN IE Ceo) — ON < qlr), 
AH gr) 一 0 当 + 一 0， 这 是 因为 我 们 假设 了 f(x) 连续 ， 
由 此 可 知 算 子 AC, y) 依 变量 * 满足 Lipschitz RF, 

|AGz65) — AGx55)| < gr — xl, 
x z; € s(xo>r). (3) 
我 们 来 计算 差 Alro) 一 x。。 我 们 有 
[ACxo;y) — xol) = [fF (Cx) Hr) — 9) 
| = JEF ETO — yl 
< IC My — yl, 
即 是 说 
EES, 一 rl < Ix 2] ip 一 Yoli. (4) 
此 外 ,由 不 等 式 (3) 和 (4) 
4(x3;y) — xoll < |AGz;y) 一 ACxos VN 
十 || A(z6; y) 一 xoll < 4(7 )|x 一 xoll 
+ FCD TY — ll. 
D re E q = 94(+:) < 工 且 考虑 在 下 述 的 球 内 的 y, 
|y — yol < ry = (1 — 22r,/|[f'(a))1 "ll. 


那么 前 面 的 不 等 式 给 出 
llr) — xl < zl|= — xoll 
1 — q ? 一 并 
+ TG ST] MECE) lre < ț ra, 


由 此 算 子 4 实现 了 lx 一 xll < r, 到 自身 的 压缩 映 象 ， i 
对 每 一 y，|y — yll < r, 对 应 唯一 xz 使 |x — xl < r, 
fe)= y. 由 此 在 球 上 — y| 过 +， 内 定义 了 逆 算 子 x 一 
PO) 取 值 于 球 jx 一 xo < r, A. PA PO) = x, 
由 不 等 式 (3) 可 知 

loD — POD = lx, — xl) = 4C) — AG; y 

< ILERO) m AQ xy;221 + ||A(x.;y;) 一 ACz) 
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< [f Ce) y 一 yll + qllz, — zl. 
由 此 
(1 — galle) — PO S MEE CDI — Yal 
或 


le) — vo < HEA hy, — yl (5) 


MERT py) ÆR jy — yd < +， 内 满足 Lipschitz 条 件 ， 
从 而 连续 . 


定理 证 完 . 
根据 压缩 映 象 原理 , 逆 算 子 p(y) 可 以 作为 算 子 序列 
Poly) = xos 
Parly) = AC Panay) Y) Y — y| < ryn = 1, 25°.) 


(6) 
的 极限 而 得 出 。 因 为 4(x,》) 依 两 变量 连续 , 那么 由 数学 归 
AWEAWE MARKEE py) 是 7 的 连续 函数 ， 此 外 
估 值 式 | 


lpo) — pll < —4 7 p(y) 一 py) 


-Ka — yl 


指出 序列 p(y) Bu TRIPE p(y) 在 球 Ily — y| < r, 
内 是 一 致 的 。 
A. 在 空间 C[0,1] 内 考虑 非 线 性 积分 方程 


rz(z) 一 | K(t,s,x(+))ds = YÒ, (7) 


式 中 核 K(t,ssu) 在 区 域 0O<¿z,í =< 1， 一 oo < u < +o 连 
续 且 在 此 区 域 有 连续 导数 K.G, ex)。 此 外 设 
a) K(t,s,0) = 0, Ñ Kilta s:0)Æ0, 
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b) 单位 不 是 核 Kl, s, 0) 的 本 征 值 , 即 线性 积分 方程 
z(z) 一 | K,lt,s,0)z(s)ds = 0 


没有 非 零 解 、 

把 方程 (7) 写 成 ” 
| f(x) = y x (8) 
形式 ,我 们 容易 验证 

1) #0) = 0, 

2) 导数 f(x) 在 等 的 邻 域 存在 且 具 有 形式 


Gb 一 (G) 一 | Ks, x Cs has. 


因此 它 在 此 区 域 有 界 且 连 续 ， 
3) 由 b) O 存在 . 

于 是 根据 刚才 证 明 的 定理 ,方程 (7) 对 所 有 充分 小 的 右边 
y(z) 有 唯一 解 ,而 此 解 可 由 逐次 痪 近 方 法 得 出 . 
牛顿 法 ”作为 应 用 抽象 函数 的 导数 的 概念 的 另 一 例 ， 我 
们 考虑 解 算 子 方 程 的 牛顿 法 ， 如 所 熟知 ,对 数值 方程 Kx) = 
0 的 情形 , 牛顿 法 是 求 依 公式 


Xntl T Ka — 


f(x») 
f Can) 
决定 的 逐次 逼近 . x 
”对 函数 f(x) 及 其 导数 赋 以 某 些 假 定 后 , 可 以 证 明 近 似 解 
ra 收敛 于 有 限 极限 而 此 极限 即 为 方程 的 解 。  . 

JI. B.. Kagroposuq 曾 指 出 ， 牛 顿 方法 可 适用 于 算 寺 方 
程 .现在 我 们 来 考虑 这 个 问题 而且 为 了 简单 我 们 假设 它 满 
足 更 为 限制 的 条 件 2. 

设 给 定 算 子 方程 


D 对 较 弱 条 件 下 的 详细 研究 见 [12],。 
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1(x) = 0, (9) 
式 中 f(x) 为 抽象 函数 给 定 在 Banach 2218] E, H E fË + Ba- 
nach 空间 E,。 假设 我 们 在 取 方 程 (9) 的 近似 解 的 某 一 球 
SGxor) 内 函数 f(x) 强 可 微 且 其 导数 f C) 满足 Lipschitz 条 
件 
je — FEN < Lll — Ell. (10) 
如 果 再 设 [f(x)]! 存在 ， 那 么 同 于 数值 函数 的 情形 可 
依 公式 
ran = z, — [FC en) fC xa) 
构造 近似 序列 ， 这 个 公式 有 不 便 之 处 ， 即 必须 继续 求 逆 算 子 
[f(xs)1™*?， 即 是 说 ,必须 解 线性 算 子 方程 
f(xa)h = g. 
为 了 除去 这 个 不 方便 Kanroposuu 提出 来 一 个 变更 的 牛顿 广 
法 ,在 其 内 逐次 逼近 依 公式 
Laps = xz, — [F (z, )] fx,) C11) 
计算 , 式 中 对 任 一 ”固定 同一 个 逆 算 子 。 
现在 仅 考虑 变更 的 牛 频 方 法 . 
SIA FEA A 
Mo = IEF Ce 2] ||, m = MEF C) Ceol. 
定理 2 如果 
x 1 


ho = M oL s7 


CES S 
ht —t+i=0 
的 小 的 一 个 根 ， 那么 在 球 


|x 一 | <Ç fono 


E a Xa 收敛 于 这 个 解 。 


考虑 算 子 
Ax = x — [f (xa) iC). 
此 算 子 变换 球 jx 一 zol <, THASH. PXE 
Ax — x = x — x, — [F Cx) FCE) 
= [f Cx) IHF C t)r — r) — f(x) 
十 A xo)} [F Cx) 1 JC xo), 
由 此 
lax — xolt < MEE Ce D IHE) — f(x) — f(z|o)(z — xo) 
+ MEF (z )]fCz0)ll; 
FP: | 
l Ax 一 xoll < M ollf Cx) f(x) — fa )( x mü +o)|| + x. 
25 a PR 3 
pr) = f(x) — Hxo) — f(xoOO(xr — zo). 
RITA” p) = f(x) — f(xo). 
设 z€ 5S(xo,tomo)。 于 是 
le'l = fC) — FC < Lilz — zll < Limo. 
因此 
|p Ca) = llp (=) 一 p(xo)| < Liomollx — xoll 
< L(t). | 
所 以 如 果 z€ S(xo,tomo)， 那 么 | 
lár — x || < M,L:im + m = pl M,Lng4 + 1) 
| = Cnt + 1) = Noto» 
即 算 子 ARERR jlx 一 xoll < ton 于 其 自身 . 
我 们 再 证 明 算 子 4 在 此 球 内 为 压缩 映 象 ， 
对 rE 5(xostomo) 有 
A (z) = 1 — [fC] (a) 


1) REAT Ux = (xo)x 的 导数 等 于 F. 
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== [f Cxo) 1 !(F( xo) f G) )， 


从 而 x 
llA'G) Molf Cx) — Fl < MoLlle — xoll 
< M L. | 
因为 o EDE hr 一 i + 1 = 0 的 一 个 小 的 根 , 所 以 
„l> V 1 — 4ho, 
° 2), 
由 此 有 
1 一 AT 一 4 
lA Cl] < MoLnoto = ho Iovi Ah 
1 一 W 1— 4. 
= — <4<!1, 
从 而 | 
lAr — Ašl|| < zl]: — Ell. (12) 


由 此 我 们 证 明了 算 子 4 为 映 球 S(xo,tomo) 于 其 目 喘 的 压 
缩 映 象 , 因而 在 此 球 内 存在 唯一 不 动 点 x**， 对 于 x” 有 


z* = x* — [f'Ga|)] f(x"). 


即 x* 是 方程 (9 ) 的 解 
f(x*) = 0. 
A zt ERRER 
x rnti = Ax, = x, — [f(xo)] Cn) (11’) 


的 极限 。 定 理 全 部 证 完 . 
注 1, 条 件 b < — 可 以 被 满足 ,如 果 取 充分 接近 于 解 的 
初 值 近似 x. 
2. 变更 牛顿 方法 的 逐次 近似 的 收敛 速度 由 不 等 式 


|z, 一 =*| < E ME GTA 
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确定 ,此 式 易 由 (12) 得 出 。 如 果 我 们 考虑 非 变更 的 牛 上 顿 方法 ， 
那么 它 的 收敛 速度 更 高 ， 即 
len 一 z*| < — 


2n=_1 ( 2ho P iho. 


详 见 [13]. | 
P|. 258, Hammerstein 型 非 线性 积分 方程 


x(z) 一 | K(z,s)e(s,x(s))ds = 0, (13) 


AP Kas) 在 正方 形 O<, < 1 内 依 两 变量 全 体 连 续 ， 
AA g(s, u) 依 两 变量 在 带 形 Ss S< 1, —oo < a < +o 
连续 且 有 连续 导数 gu(s,u) 并 关于 第 二 变量 满足 Lipschitz 条 
件 | 

|g.( yta) — ACR < |a, 一 a|. 
于 是 抽象 函数 


f(x) = r(#) 一 | K(z,s)g( s, z( s) )ds 
变换 空间 C[0, 1] 于 其 自身 ,并 且 强 可 微 
Fh = AE) — | Klss)gkss ECAC ds, 
又 导数 (wx) 也 满足 Lipschitz 条 件 


IED — FCS aall 一 引 ， 
rH u = sup| KGs). 


因此 ,如 果 数 一 不 为 线性 积分 方程 
MO — | KG, Dgs las — 0 4) 
HAERE 
E Mo = sup | [Rol#,s,1)1ds, 
式 中 R45554) 为 方程 (14) 的 予 解 算 子 。 WAN 
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Ë 一 LMom < — 


时 ， 其 中 
To = sp| R(t, s, 1) |xCs) 
— | K(s,z)g(c,xr(o))ac| ds, a 


则 午 顿 方法 可 应 用 于 对 初 值 近似 v aG) AEA), MEEA 
法 的 逐次 逼近 收敛 于 这 个 方程 的 解 . 


$ 5 章 次 型 与 多 项 式 


元 的 乘法 ”我 们 党 常 要 过 到 因子 与 乘积 为 不 同 空间 的 元 

我 们 来 考虑 三 个 线性 赋 范 空间 Es, Eys E,, RISH 
E, 的 任意 元 z, E, 的 任意 元 》 来 引入 运算 而 得 出 有 Ex 的 元 
z = xy. 我 们 要求 这 个 乘法 运算 其 下 述 竹 质 : 

1) (xz, + x2) = x,y 十 zy， 

2) z(y, + Y) 一 zy 十 zy， 

3) 33 za —> xo H y,— Yos roy > Xoo. 


运算 xy 对 固定 的 x 是 可 加 的 且 关 于 yy 是 连续 的 , 即 是 线 
性 算 子 定义 在 E, 其 值 域 于 En. AM, 乘法 运算 xy 对 固定 的 
y 是 线性 算 子 映 E, TEn 

由 此 可 知 

(¿2z=)y 一 1Cxy)， Cay) = 2(=y). 

例 1 设 4 是 线性 算 子 映 E, T E,, B 是 线性 算 子 映 E, 
FE. BA BA 是 线性 算 子 映 E, TE.. | 

#] 2. iZ xG) A L,[0, 1A yG) 为 Lal, 1] Pñ 
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数 。 那 么 它们 在 通常 意义 下 的 乘积 是 Le[f0, 1] 的 元 ， 其 中 
l l 1 
q P Pb 
 f#l3. S Hilbert 空间 两 个 元 zx A y 的 内 积 可 以 看 做 : 
3 > 的 结果 , 其 中 z€ H, y€ H H rye R = (—oo, co). 
| F| 4. 设 * X E, 的 元 且 4 为 线性 算 子 映 E: T Ey, 那么 
Ax 可 以 看 做 4 和 x 的 积 : 
AE(E.—E,)=— Es, z€ Er, Ax€ E, 
不 难 验证 ， E LIRE PIEPRASA SEPTA PETE. 


e@ o è ù ù ù ù ọọ o a o > 9 


e° è o o °° S 0 


leyl < Mellyl Ge Be, y€ E,). 
假设 相反 ,那么 对 任意 自然 数 = 存在 元 r€ Er ya E, 


使 
|z.y,|| > =l zl... 

oml, pen 1 _ 
We s TL 7 Il 
我 们 有 

l 
5 P = —— JX xY n I, 
ed n > 

但 在 另 一 方面 

lal =, ?中 一 一 、 


因而 xz 和 名 趋 近 于 零 ， 但 范 数 leyal 保持 大 于 1, 这 与 乘 
法 运算 的 连续 性 相 乞 后 ， 

nn- 线性 型 设 E, E,,:…,E,, E 为 线性 赋 东 空间, n- 
线性 型 是 指 函数 a(h,h,*……,hs)€ E, h€ Ei;， 它 关于 每 一 
变 元 hs hatt tsha 为 线性 的 。 
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我 们 记 alhs has t h.) = ahh h, RTIA lall R 
表 线 性 型 ¿bb h, 的 赋 数 , 它 依 定义 是 指数 3 


2。 | 
ila = sup la 1⁄2 n . (1) 
M.M: LA| 
显然 aa + Nhal, 


如 果 
ahh: hs = bhh -ha 
对 任意 hE E, hE E,, --*, h, € E, RM. 那么 我 们 定义 
a= b, n- EZ ap hi€ E; ahh. h E E 的 全 体 
构成 一 个 线性 赋 范 空间 。 如 果 和 与 数 乘 了 解 为 通常 意义 而 范 
数 lal 则 由 等 式 (1) 定义 。 这 时 线性 型 ahihi h, 可 以 看 
做 线性 算 子 映 E, T E, B 
ahihi :hE (E, > E), 
同 理 ah.h*……h,-; 可 以 看 做 线性 算 子 上 映 E,., 于 空间 (Es 一 
E), BD x 
| ah; h, —2 € (E,_,— (E, > E )); 
其 余 类 推 , 最 后 
a€ (E —(E,— --+ (E, >E) :*)), 

于 是 型 2hh, 5。 可 以 看 做 元 a, hob; h, BEWA 

的 系 次 乘积 : | x 
f ahihi ` * B, = (-' ((Gah Jhi) e hne 

n- 线 性 型 称 为 对 称 的， 如 果 已 一 已 一 "… 一 了 H 
ohh2a * tha = ahi,hizt t thins 式 中 Ciis i2st*tsin) 为 下 标 1, 
23, n 的 任 一 排列 。 

在 实 Hiber 空间 中 由 自 伴 算 子 4 所 产生 的 双 线 性 型 


1) 由 Banach-Sieinhaus 定理 , 若 # 线 性 型 关于 每 一 变 元 连续 ,那么 它 关于 
所 有 变 元 的 全 体 连 续 . 
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(Az,y) 可 作为 对 称 型 的 例子 . 
任 一 线 型 oh.……h, 可 以 对 称 化 ,如 果 对 它 令 
Sab = l 2 ahihihi, (2) 


了 人 


式 中 的 和 下 标 1, 2,…,n 的 所 有 排列 Gis s …，?) ME 
HJ. 型 Sahihi tehn 显然 是 对 称 的 , 如 果 说 ahihi ñ, 为 对 
称 型 的 话 ,那么 x 
o Sahiha’ ` * b, = ah): ` * hae 
由 对 称 a~- 线 性 型 ahihatt b, 令 
h =h = tt Sh Sh 
而 得 的 型 ahh:…h 称 # 次 齐 次 型 
”” 为 了 简单 我 们 引入 记号 
| ah” = ahh- À, 

# 次 齐 次 型 的 性 质 : 

l. a(zh)” == tah", 

2. # a 为 对 称 # 线性 型 ,那么 积 ahh: “An 是 可 分 配 的 
且 关 于 每 一 对 因子 为 可 换 的 。 因 此 ,例如 
aC tihi + thas 十 … F thi 
可 以 写成 | 
altihi + thi 十 + trh” 

n! 


| nita, ttnn, 20 r! nal . . ngl 


X itae pha Thr hk, = G) 
_ 3. 对 于 对 称 =” 线性 型 
8" 
— ah + bb, + - + taha)” 
8,8z,: ` Ör, a( 11 22 ) 
= nl ahh; ° “hn (4) 
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事实 上 , 算 子 —— 使 等 式 (3 ) 的 和 的 每 一 项 为 零 , 但 
0D 


除去 所 含有 因子 站 6 ya 的 积 的 项 而 外 ， 即 是 说 ,除去 
对 应 于 指数 ` 
n = n, = >. = n, = 1 
的 项 ,这 个 项 等 于 
nl f ahh: ° "Ans 
从 而 (4) IE. | 
4. 如 果 有 等 式 | 
ah” = bb" (5) 
对 任 一 hE E.， 那 么 对 应 #» 线性 型 , 设 它 为 对 称 时 相互 重合 ， 
ahihi- tha = bhh 6) 
HES jp ,ha €. Exs JRRH a=b, 
事实 上 ,根据 (5 ) 对 任意 his tts ñ, 
a(t,à, + hh + eee + thn)” 
= (th, + hha + eee + tnh) 


由 此 
— 9 __ (nh + --- + h)” 
O107,.. .01, | 
一 _— 9 GA, +-+ tahn)”s 
| Ot Ot e Ota 
再 由 (4) 得 (6). 


5. 如 果 给 定 线 性 算 子 46 (E, 一 E,) 和 # 次 齐 次 型 ah" 
h€ E,, ab"€ Ey, 那么 Aah)” En 次 齐 次 型 . 

事实 上 , app hn EXER n 线性 型 , 因为 4 (ahha* ° ° 
h。) 线性 依赖 于 每 一 hE Ex 所 以 知 Alahihi h.) R 
于 有 ,hi，,"…* ,hn 为 2 线性 型 且 其 值 域 于 E,. 这 个 型 也 是 对 
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称 的 ,所 以 AG) 为 = 次 齐 次 型 。 

6. n 次 和 m 次 齐 次 型 ah” 和 bmh” 的 乘积 Canh”) 
Cnh") 是 # 十 本 次 齐 次 型 ， 

事实 上 ,对 应 的 2- 线 性 型 和 mw- 线 性 型 的 积 (ashh*……h,) 
(pop hnim) £ (m + n) 线性 型 使 之 对 称 化 得 对 

称 (n 十 m) -线性 型 ， 
Cnt+mhiha* Anim = S[(a,h,h,' ° 7) 
X (brmhntihnt2 ° "Anim) le | 

令 x b = h, = >e =m hayn = b | 


我 们 得 出 (s + m) 次 齐 次 型 crtmh”*” 而 它 由 (2) 等 于 
Cash” ) hmh”). 

-多项式 现在 我 们 引入 下 述 定义 

x 下 述 齐 次 型 的 和 称 为 关于 6 的 一 个 "次 多 项 式 


> azh? 


k=0 
式 中 hE€ Es, a, #0, HRAT aht 为 同一 空间 的 元 ， 
我 们 提 一 下 多 项 式 的 最 简单 性 质 . 


1.5 y = P,(À) = 5 ah E Ey, 


k=0 


2 一 0,,() = = > bih'€ E, 
依次 为 于 的 = 次 和 有 次 多 项 式 ， 并 且 定 义 了 E, 和 E, 的 元 的 
乘积 ,那么 
yz = P,G)0,G) 
是 关于 名 的 次 数 不 高 于 7 + m JZ RA. 
事实 上 由 于 乘法 的 可 分 配 性 
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N 


yz 一 (> aht) (>: 7 


k=0 
= 之 ， > (arh?) (b!) 


每 一 项 Cah) Chh 由 性 质 6 是 一 次 数 为 k + 1=< n + m 
的 齐 次 型 . 
因此 乘积 yz 是 一 多 项 式 其 次 数 不 超 过 (n + m). 这 就 
是 所 要 证 朋 的 ， 
一 2. 设 P,(h) ERF An KERE 9m(g) EAF E 
Hm REAA. WAH £p = Q,(g) 
P,() = P,[ 9,(g)1 
是 一 关于 8 的 次 数 不 超 过 nm 的 多 项 式 . 
我 们 用 关于 s 的 归纳 法 来 证 明 这 个 命题 。 设 2 = 1, F 
Pi(A) 一 ap 十 ao， 
式 中 a, 为 关于 下 的 线性 算 子 。 如 果 


O,,(g) = > biy’, 
I=0 
那么 由 前 述 的 性 质 5 


m 


ah + a = anl g) + a, = > abg 十 ao 


150 | 
是 一 多 项 式 关 于 8 的 次 数 不 超 过 m. 因此 命题 对 s == 1 成 
YV. 

ARARAT AMARE 4 和 2 一 1 WEMA) 
都 已 证 明 .。 我 们 来 考虑 关于 4 的 ”次 多 项 式 


P,a) = S) a, 
k=0 


我 们 有 
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P Ch) = Ps Ch) + anh” = Prah) + Canh” ™™h, 
AR Prl) 为 天 于 4 的 2 一 1 次 多 项 式 。 如 果 
| h = On(g), 
那么 由 假设 
O Pah) = Rinom E)s anh = RG_vn(g), 
式 中 Ro-on(g)》 和 R-n) 为 关于 8 的 次 数 不 超 过 
(s 一 m 的 多 项 式 。 由 此 x 
P,(A) = R. -Dm( g) + R -oə(g)O,,(g). 
- 依 性 质 1， 次 数 不 超过 (n 一 1)m 和 zw 的 两 个 多 项 式 的 
积 是 一 多 项 式 Rm(g), CRT 8€ 的 次 数 不 超 过 wm。 因此 
Pa Ch) = P,[9,,(g)] = R¿,-x=(g) + Rumle) 
| = Tn(g), | 
AP Tron) 是 关于 8 的 一 个 次 数 不 超 过 nm 的 多 项 式 。 命 
题 证 完 . 
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记号 . 设 E, 和 E, 为 线性 赋 范 空间 ， 且 设 y = f(x) Æ 
抽象 函数 定义 于 E, 且 取 值 于 E,. 

设 +€ Ess yı = y) E E, 和 y; = yx) € E, 
记号 等 式 


y (=) = y, (z) 


表示 
ly 一 y = odei. 


(除去 lel o F z 阶 的 无 穷 小 量 外 y,(x) 等 于 yaa) e 
可 以 证 明 下 述 诺 命题 : 
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1. 若 yG) == yG), B yG) == yG), MHZ 
y(x) -一 y (x). 


2. 若 yG) == y), x = JG) B. MEI = OC) W 
Z E 
Z J I 


3. 2 PO) RI OCA) 是 到 的 多 项 式 , ZAS MARIRI 5 
个 轰 的 系数 相等 , 即 


PQ) 00) = Š a, 


那么 P(A OB) 
我 们 假设 在 以 下 公式 中 国定 的 乘法 运算 有 意义 。 
4. Wk |AC2) || # z = 0 的 邻 域 有 界 ,上 且 设 yl) Z yle), 


那么 4(x)y = AG). FUE 
y (x) A (x) 三 一 = y,(x) AG. 
5.8 yG) == pE), zG) == (x)， 那么 


| yG)z (a) = y&æ)z C). 
事实 上 , 由 性 质 4 
y C2) sl#) == ORO == yGe)z,G), 


从 而 由 性 质 1 得 性 质 5. 
Taylor 公式 ”我 们 定义 过 一 阶 强 微 分 ， 把 它 看 成 滔 数 
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f(x + h) 关于 名 的 一 次 多 项 式 近 似 ， 


今 设 存在 多 项 式 
P,() = ah + ah? +e + ah" 
ERT 45a 次 的 且 使 
fx 十 从 一 fo) = P,O), (1) 
RJJ f(x + p) — f(x) = P,(h) + o,(x,b), 
式 中 
lon CrAl] < ecli, edal 一 0 对 ikli — o0. 


(2) 

多 项 式 PA) 称 为 对 函数 fx 十 4) 的 = 次 Taylor 公 
式 ， 它 的 第 ”项 乘 以 a1 称 函 数 (x) 的 * 阶 强 微分 ， 且 函数 
J) 称 为 在 点 z n 次 可 微分 的 ， 


t ë ë e . 


我 们 用 记号 drf(x,h) RE n 次 强 微分 ,我 们 有 
drf(x,h) = nla,h". 
对 应 于 dih) 的 对 称 2 线性 型 的 形式 为 
d"f(x ,hi,h,, °. sn) == n! ahi’ ` Ane 


这 个 x- 线 性 型 a, RA n! 称 为 函数 f(x) 在 点 的 = 阶 强 导 数 ， 
记 作 e). 因此 
d"f(x,h) = fe) (<=), 


从 而 公式 (1) 可 以 写成 
fx +A) — IG) == FG) + EER + 
+ 一 Pk. 
现在 我 们 注意 
dIa, h) = 2; (z + sh) | (3) 
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事实 上 由 (1) 可 知 
f(x + th) 一 f(x) + S + ia hk na, h" 十 olx,th). 
k=1 | 


式 中 


lm lell == 0. 


z + 


我 们 有 


d" (< 
t*a;h* ) = 0, 
dt {2 Sk 


ash”) = ntah". 


4 lx, lim Gol x th) | 
最 后 < ( th) | = = m (An = 


== lim, TOR TRA (—1 şr- RCR o 


x (x; (t= 5) an). 
H (2) 对 Az— 0 我 们 有 


on) 


— 0 


(Az ° 
d” . 
由 此 qpa Crh) = = 
在 此 情形 下 


fb) = nt anh” = £= IG + ñ)|=. 
| £ 


如 未 d'|(x, 6) 在 某 一 邻 域 存在 ， 且 关系 (2)2 z 在 
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情形 下 《3) 式 右 端 是 一 致 差 导 数 . 
现在 我 们 引入 二 阶 徽 分 另 一 定义 。 设 一 阶 微 d(x,h) = 
f(x)h 在 点 x 的 某 一 邻 域 存在 函数 (x), 也 就 是 说 df(x， 


1)， 也 可 能 关于 * 可 微分 。 这样 我 们 就 导致 第 二 累 次 微分 
d[dJ(x,h),h,] 一 dif (x)À , A] = adf (x ,h)h. 
记 df'(x shi) = 1” Ge )ohis 


dldf(x,h),h] = KCO == A dl(x + hish) lem 


= ör |2 il + th + r 


=z z f(x +A + !, A,)|,=:=o. 


aC: “(df(x shi Jha)" ° `), ) 一 pd hohe 
存在 ， 而 且 设 这 个 微分 作为 的 函数 是 可 微 的 , ED a), 
可 微 , 那 么 可 得 
d(alad(: (dz shi Jhi)" * t Jha-i)An) 
= d(f"(a)b,-h,-2' hi h,) 
= df” P(x sha )ha-ihn-2 t thi. (4) 
引入 记号 
| df (z, ha) = fC hns 
得 = 阶 累 次 导数 f(x), B 
d(d(d(:-: (df(x,h.))h :)hs JA.) 
= {P(x )h,h,- h, 
等 式 (4) 取 如 下 形式 
d'I shasha- t thi) = fP (zx)opnp A 
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sa “i= 


- o an o V f(x + > tih J; p= =e. 


令 h == h = +t = h, =h 可 得 
drf(xsh)o = POA = E G H) G) 


”由 连续 一 致 * 阶 差 导数 和 累 次 导数 的 重合 ( 见 $ 1) 以 及 
公式 (3) 和 (5) 可 得 命题， 如果 在 区 域 C 存 在 M Ai 


RUY drf(xh),， 此 外 也 有 
x d'ile, h)o = 4" (x, h), 
或 J) (z), = Fa). 
KZ, WFE 阶 累 次 微分 
dr"f(x,h)o = F Cx oh”, 
县 Gh 为 = PEETER 致 连续 函数 ， 那么 在 此 


| 6 o > è ù> o o o O b 9 9 


AEII. 对 = i, 命题 是 平凡 的 。 假设 
它 对 7 一 1 成 并。 因为 
f' Cx)o TON 195, 
所 以 我 们 有 
f(x + h) = f (a) + f(r)oh + =- (z) + 


_ _ 4%) n-i O x; 
Ti (x Joh + ol h)» 


式 中 
oCxs PN < enll Dal, 
e, - (u) > 0 X uo, 
由 此 对 0 < /<1 
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fx + m) = FG) + f” Cx)oh + ~ MONEE 
1 n—1 (n n-i > 
E (n— 1)! CG) A + o(z;h), 
式 中 
le(z; D| < s,-,G|la|D> NAN < e, ,GlalDIIP "1. 
由 此 


fx + h) — JG) = | f(x + th)hdt 


= | | f x), 十 1f (x)oh + = PF” (x)h + +° 
1 n—izin n—i 
十 GY f) (x)oh | ia: + Ra. 
式 中 RR, = | w(x;th) hd. 
从 而 可 得 
fx +) = G) + fC) + PGD 


二 二 (0) 十 
31! 

+ 一 f”) (w) h" + R,, 
n! | 


Iz, < | oess) lalar < eCall, 


£ ,(u) —+-O0 H u>, 
因此 对 人 x 一 (4)) 的 右边 表达 式 是 对 f(x) 的 Taylor 式 且 
fP Eh” = d"f(x,h), 
即 d"f(x,h)o = df(x,h) 
这 就 是 所 要 证 明 的 。 
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现在 来 讨论 复合 函数 与 乘积 的 n 阶 导数 . 

1. 设 y = px), z = ply), x€ Ex, yE EzE E,, + 
是 z= (x), RP f(x) = plell]. 设 y= plr), H 
Zo = PCy) = fro). 若 p) 和 PO) RREA to M yon 次 
可 微分 ,那么 jx) 在 点 rtn aA. 

FKE 依 假设 在 E, 内 存在 ” 次 多 项 式 Pr) 使 


p(x + 4) 一 plxo) = P,()). 
在 另 一 方面 在 E, 内 可 定义 ?次 多 项 式 9,(8) 使 
$n + y) — #G)== 09,8). 


特别 对 | 
8 = qp( xo 二 有) 一 p(xo), 
从 而 对 x 
x qp( o + A) = plr) + g = y + g 
我 们 有 


Jean + A) 一 f(xo) 
= #[p( x + b)] — $Í gp (xo) ] -一 0.(g), (6) 


但 g p( x. + h) 一 plr) = P.G), 


因此 0.(8)= QP). 
由 多 项 式 性 质 2, 多 项 式 0,(P,(%)) BAF AUZA. X 
个 多 项 式 可 在 必要 的 精确 度 下 由 关于 4 的 4 次 多 项 式 RCA) 
逼近 一 一 0.(P,(A)) 的 片段 。 
pg) = g,@,GD) == R,Q). (2) 
此 外 因为 函数 9 在 点 和 可 徽 。 所 以 
lgll = {plxo + 4) — plro) = oil, 


。 447 。 


Å 


因此 记号 = 可 由 记号 — 代替 且 等 式 (6) 取 如 下 形式 


n 


f(x0 + h) — fx) == 9,(8). 
由 此 由 《7) 可 得 x 
fx + A) — Kao) == R,QG). (8) 
存在 多 项 式 R,(2) 满足 关系 (8) 就 证 明了 我 们 的 命题 ， 
E p) 和 p(y) 关于 * 均 为 z 次 连续 可 微 ,那么 
f(x) = pipl] x 
关于 * 也 > 次 连续 可 微 。 
事实 上 ， 在 此 情形 下 多 项 式 P,(%) 和 0。( 人 的 系数 是 x 
的 连续 函数 。 这 就 是 说 ,多 项 式 0P 的 系数 是 连续 函 
数 ,因而 多 项 式 RA) 的 系数 也 为 连续 函数 ， 
2. 设 r€ E,,y = f(x) € E,, z = g(x)€ E,, HREN 
f y€ E, 各 z€ E, HR u RT E,. 如 果 f(x) 和 q(x) 是 
x 的 ”次 连续 可 微 函数 ,那么 
F (z) = f(x)qp(x) 
也 是 * 的 ”次 连续 可 微 函 数 。 
事实 上 ， 
JG +A) ACE) + P,G), pC 十 用 -二 p(x) + OCA), 
式 中 PC 和 O(A) EAT k Mn 次 多 项 式 : 
Pp,.(h) 一 > a,(z)hk, Q,(A) = >; b, (w), 
k=1 k=1 
且 系 数 a, (z) 和 6b4(x) 是 * 的 连续 函数 ， 由 此 
fx + pr + fp) 
+ [f(x) Qh) + Ph)plx) + P,G)0,(A)1. 
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括 弧 内 的 式 子 是 多 项 式 具有 系数 为 * 的 连续 函数 。 除 去 含 4 
的 高 于 # 次 才 的 项 后 得 出 多 项 式 


R.Ch) = > crCX) he, 


k=1 

而 其 系数 为 * 的 连续 函数 : 

f(x) Osh) + P AYP) + P,G)0,() == RCh). 
因此 . 

Kx+h) prth) fC) px) + Rh), 0) 
等 式 (9) 是 说 
F(x) = ipla) 

Ë x 的 ”次 连续 可 微 函数 ， 

最 后 我 们 再 注意 一 下 ， 对 定义 在 复线 性 空间 内 泛 函数 来 
说 ， 由 在 某 一 邻 域内 存在 一 阶 微分 可 以 断定 在 此 邻 域内 存在 
所 有 高 阶 微分 以 及 泛 疯 有 类 似 于 Taylor 级 数 的 展开 。 


$7 两 变 元 函数 微分 法 


考虑 两 变 元 函数 ply), AH z€ En yE E,, ple, y) 
e 五 ,我们 可 以 把 (z, y) 看 做 空间 E, 和 E, 的 直 和 EOE, 


(hsg) x 


7? 


p(xo + h,yo + g) 一 中 (xzoyyo) a,(À,g) +- .. 
二 a,( À ,z)° + --- + a,(h,g)'. 
式 中 oar(h,g)* 是 元 G.,g)€ EOE, Wk RARM. 显然 ， 


akha) 是 形 如 ahh; bh;] 的 4 线性 型 ,其 中 每 一 如 或 为 
ARÄ g. 
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定理 ix Vs, 7) EN (xyojz 次 可 微 且 y= 1 Je 


t 和 4 %9% 4 


BEE. s 
g = f(xo + A) — f(x0), 
BD Z, | f(x, + A) = yo + g 
H. g =P, CA) = ah + ah? + -e + anh’. (1) 
于 是 lel = oial, kE 
lOe) = lall + lgll = ocal). (2) 


因为 g(x,y) 是 (x,y) BJn REPARAR. AA 
p(xo + h,yo + g) 一 (zy) = ohisg) + ah, g) 
+e + ah, g)”. G) 
(在 此 由 (2) 我 们 在 (3) 中 把 记号 等 式 SE 用 记号 等 式 二 代 
奉 )。 但 由 (1) 可 得 
alh g) == alh, Pa Ch))*, 


”所 以 


| , 
p(xo + h,yo + g) 一 9?(xroyo) = 一 > or(h Pa), 
k=1 


| (4) 
式 中 arC h Pa (AD 是 形 如 akpp "hk 的 项 的 和 ,而 在 其 内 
的 每 一 hi; 或 为 上 或 为 PA(h)。 因而 akha P,《%))*, 从 而 (4) 
中 所 有 和 是 关于 的 多 项 式 . 今 在 其 内 除去 的 高 于 z 次 的 
医 , 我 们 得 出 一 个 天 于 4 的” 次 多 项 式 R,(h)， 对 于 它 


R.Ch) 一 > arh, P, (4) )*. 
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出 此 
| } 
p(xo + h, y + g) — plti Yo) == R, Ch), 


这 就 是 所 机 证 朋 的 ， z 
现在 我 们 引入 两 变 元 函数 的 偏 导数 的 概念 ,我 们 有 
dqp[(xo,yo) (A ,8)] = a,( ,8) = ah T ag, 
dp[ Crosyo) Chg) ] = ahg 
= auh? + ahg + angh + ang’, 
FF. Prol A 16 x 
a, = Pakos) aa = py(xoyyo)。 
Gu 一 pzz(xoyyo)， G 2 = Pryl Xos Yo)» 
02 = gpyz(xzoyyo) » G, = 一 pyy( xo Yo). 


我 们 有 
ah = pxh = £ ET + rh s Yo) | =o 


i d | 
028 = pyg w Z pC xos Yo + tg) | =o 
7 d? 
anh’ = p) I h° = J: p( x. + żh yo) | =o 


,, ð’ 
anhg = pryhg = EPET p( xç + As 十 hg) | 1 =: =o 
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s 0 | 
angh = Qy gh = p( xo + hh, + hg ) |, == 
| Ər,8z, 
2 tr 2 a° 
G2Ë T py Z Jr pLrosyo + ig) |. 


$$. 
如 果 p(x,y) 关于 (x, y) 有 连续 二 阶 做 分 ， B5 Z, anh g= 


h Y: 0 ə =) 
aagh, 这 是 因为 运算 Ər, 和 A 可 换 
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如 果 
plx + fh, y, 十 nE) 


8° 
5: 0, 
E # 3 z; 的 连续 函数 的 话 ， 


S8 隐 国 数 定理 


考虑 空间 E, ME, 的 直 和 EDE, URE ELDE, F 
E, 的 算 子 p(x,y): z€ Es, y€ Ey, z = p(x,y)E Er 

我 们 假设 

1) lrs yo) = 0, (1) 

2) p(x,y) 在 点 (zo y) 的 邻 域 连 续 ， 

3) p(z， y) EA (xos y) 的 邻 域 有 连续 导数 py (z,y) 
且 存 在 [gy(xosy0)1 `. 

定理 1 如 霖 条 件 1)- 3) 成 立 ， 那么 存在 正常 数 ô 8 e 
和 算 子 y = 1(%) , r€ E., v€ E, 定义 于 点 zo 的 邻 域 lz 一 
xoll < ó 内 且 使 方程 


y = f(x) (2) 
在 点 s RR PRAPTI 
plr,y) == Ü) (3 ) 


WEB. 8E ECO Y (z), le- al<? PAR 
方程 (3)， 友 之 ,适合 | sl < 5, 有 iy 一 yi < 。 Bit 
程 (3) 的 每 对 Ce, y) UREO ETIO ATIRA 
f(xo) = yo. 


方程 (3) 等 价 于 下 述 方程 
y 一 ACx,y) (4) 
ARAF AG, y) 由 下 列 等 式 决定 。 
4(xzyy) = y — [ps Cto) l] ply). (5) 
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为 了 证 明 方程 (4) 的 解 的 存在 性 和 唯一 性 ,我 们 应 用 压缩 映 象 
原理 . 
因为 
2406) — 1 — Lps (e059)] s Cx»)) 
y . 


= [p Croy) pC toy) — ps Cr,y)}. 


Ts 84(z, y) “< Sarl rly — y < +), - 


4(r)— 0 对 > 一 0 (6) 
AET py(x*,y) 的 连续 性 的 假设 . x 
因此 算 子 Arsy) RT YPE Lipschitz 条 件 
ACx,y0) — A(z,y2)|| < 4(r)l|y, — yll (7) 
le — rl <+, ly, — y| < r ¿= 1,2, 
此 外 
| ACx,y) — yol < Eps Croy gC, yd) < plr) 
(lx — *ol < r). 
式 中 br) 一 0 对 7 一 0， (8) 
这 是 由 于 plrsy) 的 连续 性 以 及 条 件 qp(z,,y|) = 0. 
选择 s> 0 充分 小 使 gq(e) 二 4 <1. 由 (6) 这 是 可 能 
的 。 由 不 等 式 (7) 可 知 对 |z 一 zl 委 s， 算 子 4(x,y) 在 空 
E E, 的 球 ly 一 “a <s 上 是 压缩 算 子 ,选择 6 < s 充分 小 
全 x 
p(6) < (1 — 4). 
于 是 对 lx 一 xol < ó, AT A(x,y) 映 球 lly 一 pl <e + 
具 自 身 且 方程 (4) 在 球 jy 一 yl <e 内 有 唯一 解 ， 我 们 用 
y = f(x) 代表 这 个 解 ， 我 们 看 出 Yo 一 f(x). 
为 了 完成 定理 的 证 明 , 还 楼 指出 算 子 J(x) 是 连续 的 , 我 
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们 有 
f(x) 一 A(x ,f(x)), 
由 此 
fC) — CD < AC) — ACx, f(xo)))| 
+ IAC, Kxzo)) — A Cros fC D 
< qli) — f(z|)| + Epy Cxoy d Illos yol, 
从 而 


lf Ce) Czo 2] ll pr, yll. 


(9) 
我 们 看 出 算 子 Kx) 在 点 x, 连续 。 同 理 可 以 证 明 在 邻 域 jx 一 
xl < š 的 另外 点 的 连续 性 ， 
定理 证 完 ， 
注 1. 根据 压缩 歇 象 原理 ， 算 子 f(x) 可 以 作为 算 子 序列 
y = h), le — | <, Ia) 一 yl < = 的 极限 得 出 ， 
其 中 


f(x) = yo, 
fala) = fx, (x) 一 lps Cora] ‘p(x， AG) (10) 
k= 1, 2, ` 
这 时 有 下 述 收敛 速度 的 估 值 式 


HO — GON < = MoCo ICE 


(11) 
注 2. 如 果 在 所 考虑 的 邻 域内 设 p(x,y) 存在 且 有 界 ， 
|lo,(z,y)| < c， 那 么 估 值 式 
IE — Axo < cillx — xoll (12) 
成 立 。 事 实 上 ,在 这 个 情形 下 
lolx yll = pCx,y0) — gCros yo < al|z — zl, 
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从 而 由 不 等 式 (9) 得 所 要 结果 . 
注 3. 仍 设 oz(x;》) ARo loy) < c E. py (x,y) 
满足 不 等 式 
lps Cxsy) 一 ps Cosy) < allt — zoll + biy — yoll. 
(13) 
那么 有 下 述 收敛 速度 的 估 值 式 成 立 : 
HE? 一 fa Ca) |l < csllx — xoll ll px yo )ll. | (14) 
定理 2 设 在 定理 1 ORE PET psy) Æ EDE?” 


| pis. pley) SSR 
plx,y) = >, ak( * — XoY — y), 


& xr x = h, y — y, = u, JG) = y tuh). TEAT 
(h) 可 作为 到 次 逼近 
uoh) =Q, 
ukh) = u (h) 一 B’ plr + h, Yo + urCh)), 
B = PyCXosYo) 

的 极限 而 得 出 ， 

因为 把 一 个 多 项 式 代 人 一 个 多 项 式 内 仍 为 一 个 多 项 式 ， 
所 以 由 数学 归纳 法 可 知 Ch) D ZAA. 

在 我 们 的 情形 ,函数 p(x, y〉 的 所 有 一 阶 和 二 阶 偏 导数 
连续 ,从 而 在 点 (x,yo)》 的 某 一 邻 域 有 界 。 因 此 (《 见 注 3) 
[uCh) — ua) < llh l "lp Cro + kayo). 
因为 uA) 为 多 项 式 , 且 lallo 时 lole + kyll —>o, 
所 以 最 后 这 个 不 等 式 是 说 (h) 在 点 # 二 0 n RER. 从 而 

y = f(x) 在 点 x 一 xo n RA. 
现在 转 到 一 般 的 情形 , 依 定 理 的 条 件 
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px,y) = lx, y) + (lx — xoll 
+ |ly 一 yll)” w(x — X y — yo)5 
式 中 


@(xz,y ) = > alx 一 320 一 加 六 


k=1 
H. |e(x — xz y — yo > 0 对 lr — xl, lly — yoll — 0, 
因为 函数 PCr, y) 满足 定理 1 的 所 有 条 件 而 且 是 多 项 
式 , 所 以 存在 ”次 可 微分 算 子 jx) 使 外 (x, 了 (x)) 一 0. 
由 和 恒等式 
f(x) = B (Bf(x) — p(x,f(*))), 
JG) = B '( BIG) — pC f(x))) 
可 得 
I — FO < BBG) — f(x)) — plt) 
+ p(x,f(x)) 一 pri) + ECF 
< IBIBO) — f(x)) — lelte) 
— pla F + ||B lle fC%)) 
— Plr FN, (15) 
现在 我 们 引入 算 子 B(z,y,y) 令 
gp(x,y) 一 px,y) 


= | w; (G) + (y y — $) 


= B(x,y,y)(y 一 +$). 

RERE, B(z, y, y) 关于 所 有 变量 连续 而 且 当 x 一 x， 

y — yo 时 B(x, yy) 一 B. HAT f(x) 和 f(x%) 的 连续 性 可 

以 找到 8 > 0 使 

IB '|ll|B 一 BCe), FEIS q < 1 %f lle — =l < bo. 

(16) 

于 是 由 不 等 式 (15 ) 可 得 

4250。 


I — FO < -i BoC, K) 


一 P(x ,fCx) |， 
从 而 由 用 Cx) — yl < cz — rll ( 见 注 2) 有 
[fCx) 一 js < -|e(z.7(z2)) — Cr ,Hx) 
< clllx — zoll + IFC — yol lox — xo, FC) — yo)l 
< ¿(1 + cz — x,l|*||o(z — rt — yo 
我 们 看 出 


KA — -0.7(x)， (17) 


因为 算 子 jx) 在 点 zo n 次 可 能 MARRAZKETA 
+ f(x) EA x tb n 次 可 微 ， 

类 似 推 理 指 出 算 子 f(x) 在 球 |z — xoll < 5 的 其余 的 后 
可 微 ， 


最 后 我 们 再 指出 
diL xosh) = —[ g; CEDIR” (xo yo )h» (18) 
RH f(xo) = — [py Czo y] pr Cto yo). 


事实 上 , 依 定义 uQ) 是 算 子 (关于 到 的 多 项 式 ) 使 
df( xb) = df( xosh) = (A). 
因为 p( xo +A, Yo) 


= gp(zo + h, yo) — (xo Yo) = Px (Xos Yo)hs 
所 以 
x Çh) = Ep Cey) I pCa + kayo) == 
— [py Cto yo) ] Pa (x0 y0)hs 
由 此 得 (18)， 
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依 方程 变化 的 解 的 变化 ”考虑 函数 f(x) 的 空间 C'(G， 
E), ARAR f(x) 定义 在 空间 EE 的 某 一 区 域 且 取 值 于 同一 
空间 : +€ G, f(x)€ E, HAR A) 可 微 ,f(x) ,f(x) 连续 
昌 庆 于 范 数 有 界 . 设 上 = supi] + 由 Cx) D. C'[G,E] 
XE — £S EE BA 75 H. 

考虑 方程 x 

f) = 0,.xz€ G, f#€ C'[G; E]. 
设 f(z0) = 0 对 某 一 xo€ G HAT fo( xo) € (E > E) 有 
w., TEA TREER. 

定理 1 存在 次 样 常数 3 > 0，s > 0 PENRE l- 
bl < 的 任意 f€ C'IG, E], 方程 f(x) 一 0 FE x= x 
+ Ax， 式 中 Ax|| < s. 这 时 当 f — h 了 时 有 Ar 一 0， 

事实 上 ， 我 们 把 G) 看 作 * ECG 和 fe C'[G, E1 的 函 
$X: f(x) =r). BRAR Or) 的 构造 可 知 Or) 和 
$, (f.z) 连续 ， 

这 时 Bf, x) = f(x). WER fo xo) = 0 H [f(x] 1 
存在 。 这 就 是 说 (fo ro) = 0 H [Ó6,(fo xo)] FE. H 
隐 函 数 存 在 定理 ,对 某 一 80 和 s > 0, 方程 

Bh + Afsto + Ax)=0 
对 lafl < 有 和解 < + Az, BB f(x) 一 0,，f= + Af, 
r = x + Ax, WE lAr <=. 这 时 若 5 一 0 那么 Jal 
->0. 定理 证 完 ， | 
注意 ,对 Par) = f(x) 存在 微分 
O (f.,x)AJ = AJ. 
由 存在 Oor) 可 知 x 是 了 的 可 微 函 数 , 且 
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Ar £L — [ $, (foszo)]" Ø (fos xo) A =] -iy (x)] 'Af. 
1 


”这 个 等 式 的 右 端 是 函数 x 一 o) F r= x+ 的 一 致 微 
分 : 即 delf af). 

对 本 征 元 的 应 用 ”我们 未 考虑 直 和 H,= H@R, 其 中 
HH 为 一 实 Hilbert 空间 ，R 为 数值 线 。 号 :的 每 一 元 为 tx， 二 
的 形式 ，x € H, 7ER, 

设 f 基 一 非 线 性 算 子 定义 于 H, EER HR TASH. 
设 了 由 下 述 等 式 给 定 

f(A,x ”4) = {y, ry)yx€ H, z€ R 
AH 
„= Ar— rze H, r = (x,x) — 1, 

14% (H>H) 内 全 连续 目 伴 线性 算 了 于 ， 

HEA 作 A4;x,1) = 0 的 形式 为 

Ar—i1x = 0, (xr, yx) 一 |， 
Fl z 为 本 征 值 ， 而 * 为 算 子 4 的 对 应 规范 本 征 元 。 如 果 给 
[z, y 以 增 量 (Ax, Ar}, WA MKOA; x,t) 也 得 到 对 应 的 增 
量 。 
{AAx — tAr — Atr — AzAr,2(x.Arx) + (Ar,Ar)}. 
这 个 增 量 的 主要 线性 部 分 是 
dy J(A;x t, Ax, At) = Í AArx — tAr — Azrz,2(2,Ax)). 

从 而 FCA; xt) £ (H, — H.) 六 线性 算 了 可 (Ar, At} 于 
{AAx — zAx — xAr, (x, Ax)}. 

mÈ ti EAT 4 的 简单 本 征 值 *, 且 x 为 对 应 本 征 值 ， J 
么 存在 逆 算 子 [f(Aosxosto)]'， 刚 对 任 一 iy 5} EH, 方程 

A Ar 一 1Ax — x At = Ys 2(x, Ax) = 7 (1) 


D 即 重 度 为 一 的 本 征 值 ， 
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有 解 {Ax,At} 而 且 此 解 唯一 . x 

事实 上 ，Ax = axo 十 (Ax)1, 其 中 a=(Azx,x) B. (( Az). 
xo) = 0, HÆ y = 2xo + yis 其 中 b = (y, xo) E (y xo) 
一 0， 此 外 ,因为 《4 — E)r = 0, MA 

(AAx 一 1Ax) 一 xAr 一 (4 一 HE (Ax) — xA 


H. ((Ao— bE XA+z)s xo) = (( A, 一 HE x 
(Ax),) = 0, 
由 此 由 方程 (1) x 
ldo — nE) (Aarh =y 0) 
Al = 一 = — (y, x0), 2a = r. (3) 


因为 方程 (2) 的 右 端 与 n EX ( 即 它 与 本 征 值 相对 应 
的 所 有 本 征 元 成 正 交 ), 所 以 这 个 方程 上 有 唯一 解 正 交 于 xo: 
(Ar), = (4o 一 E )i'y 
= (Ao — HE Ji'ly — (y, xo)xo], 
AH (A — tE), REAT 4 一 woB 在 与 和 成 正 交 的 子 
空间 的 元 上 的 限制 。 
因此 ， 人 Uər)€ R, 有 解 


Ax = = Xo + (A, -一 WE ); i [y — (yxro)zo]， 


Al 一 一 ()，xo)。 

由 此 得 出 算 子 [f Ax t 2)] 的 在 在. | 
”由 前 述 定理 存在 常数 6 > 0 A s> 0 使 对 ladil <a 
时 ,在 在 算 子 4 一 A+ AA 的 本 征 值 46 + Az 和 规范 本 征 
JG x + Ar, 

[( À, + AA) — (z + Az)E](x, + Az) = 0. 

| (x + Ax,z + Ar) = 1 
而 且 对 lAr + la| < s， 这 样本 征 值 和 本 征 元 是 唯一 的 。 
{Axr, Ar:} 的 头 一 个 近似 {Ars Au) 可 由 方程 
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AA.x — hA r — Aix, + A Ax, = Ü 
(rAr) == 0 
得 出 。 求 第 一 个 方程 与 x 的 内 积 并 注意 
((Ao — bE Axs ro) = (( A — bE Jrs Axr) = 0, 
可 得 
Az = (AA xoxo). 
此 外 (A 一 HE )A,x = Ax, 一 AA t. (4) 
方程 (4) 常 有 解 , 因为 (4) 的 右 端 与 m REX: 
(A tosto) — (AA xst) = At 一 (AA xito) = Ü. 
从 而 
Ar = (4 — hE Jlar — AAxo], 
含 参 变数 的 方程 
定理 2 设 y= A r) EO ç ° € BE 及 数值 参数 ; 的 也 


žo. moe [os =. 由 于 是 存在 常数 0>0 
M e > 0ER | 一 wl < 时 方程 
y(zt,z) 一 0 (5) 
有 有 唯一 解 x = ele) WWE 
||z(z) — rd < e. 
s Ot DRR KT. 

二 面 所 说 这 个 定理 是 隐 函 数 定理 的 直接 推论 , 

例 设 AG) 是 (H>H) 内 全 连续 线性 算 子 , 且 AG) 
作为 1 的 沙 数 7 次 可 微分 。 又 设 算 子 AC) 有 简单 本 征 值 4。 
和 对 应 规范 本 征 元 Xo: 

AC ta )xo — oxo = 0. 
考虑 直 和 H, = HOR 并 定义 函数 
O(:,.x,1), {x41} E HOR, @(:,x,1) € HOR, 


. 461 ° 


而 设 
Dlx) = {AG — 2x, xr) — 1}, 
算 子 AG) 的 规范 本 征 元 x(z) 和 本 征 值 10) 的 方程 有 如 
下 形式 
Dt,x,1) = 0, x 
因为 AG 关于 上 是 2 次 可 微 的 ;所 以 B(1,x,4) XXT z t n 
次 可 微 的 。 有 如 前 述 , 可 以 断定 


元 Deir Pn; tasta) | 


存在 。 应 用 上 述 定 理 2 可 知 方程 
PD(1;x,14) = 0, 
即 方程 x 
A(2z — 1zx = 0, (xz,x) = 1 (6) 
有 解 FORON 且 此 解 为 参数 z Han RIRIA. 
变 分 方程 ”在 本 节 定 理 2 的 假设 下 ， 方 程 (5) 的 解 C) 
是 关于 参数 ; 的 可 微分 函数 .我们 称 xC) 关于 ; 在 反 t= f, 
的 导数 .x'(z) 为 它 的 变 分 5x: 


dt 


foge 


从 而 对 y = yG) 
x= | 
方程 
| y(z#,x(z)) = 0 
是 恒等式 ,而 且 关于 :微分 可 得 
9y(, (2) + Pre x) 一 0。 


对 + 一 加 我 们 有 


。462 。 


By 十 yx(zosxo)Sx = 0 | (7) 
这 个 方程 称 原 方程 。 yC: ,x) 一 0 的 变 分 方程 。 
因为 [yx(toyxzo)] 存在 :所 以 
8x 一 一 [yz(toyxo)] 8y. (8) 
方程 (4 一 4E)Ax + AAx— Alx = 0 例如 可 以 看 做 方程 
(6) 的 变 分 方程 ,如 果 依 次 用 64, 6x, 64 代替 AA. Ax, A 
的 话 : x 
x = —( A — iE)i'(6Ar — lx), 681 = (8Ax,r). 
对 微分 方程 的 应 用 “现在 我 们 回 到 具有 初始 条 件 的 微分 
方程 


— = (tax), x(0) = x, x | (9) 


在 此 f(1,x) 和 x 是 空间 E 的 元 。 这 个 问题 等 价 于 积分 方程 
CD) — = — | Wes zG))ar = 0 (10) 
我 们 用 F(xw,x(:)) 代表 方程 (10) 的 左边 。 函数 G= 


C [0,1]®, H F(xos*(1)) 是 算 子 肌 直 和 
x = E@c[0,1] 


于 CHOI]. WR Cse) E z i z utkana B. COD 


关于 G, 2) 连续 , 那么 (O) 一 | (z, zGO)4e 是 co, 1) 
到 C8[0,1] 内 ”= 次 可 微 算 于 。 由 此 得 出 FG, (D) 是 关于 
z() n 次 可 微 算 子 。 又 因为 am 是 作为 个 别 的 一 项 而 含 于 开 
的 ,所 以 在 

EOC? [0,1] 
内 是 = 次 可 微 函数 。 


1) CË 是 所 有 连续 可 微 函 数 G) 的 集 , 其 中 Ce [0,11 EH zG)e€Ez. 
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如 果 给 r= x(r) 以 增 量 Ax = Arlt), PEZ Flr z) 
的 相应 增 量 的 主要 线性 部 分 是 


F'Ar = Ax(t) 一 |. (z, r(z))Ax(r)4r. (11) 


(11) 右 端 是 CF[0,1] 到 c#[0,1] KAF. 
这 个 算 子 有 逆 ， 事 实 上 ,对 C8[0, 1] 内 任 一 y(?) 方程 
| FAx = y(t) 
或 AO 一 上 Kesz(r))ArCz)dr = ye) 


等 价 于 关于 Az(2) 的 微分 方程 
dart) = f,G ,xG))A<xG(z2) + yC) 和 Ax(0) = v(0). 

由 存在 定理 最 后 这 个 方程 有 唯一 解 〈 右 边关 于 Arle) 线 
性 ,从 而 关于 Ax 的 Lipschitz 条 件 自 然 地 成 立 )。 这 个 解 实现 
了 逆 算 本 

Ax) = Ar = [Fs] 'y(2). 

这 样 我 们 就 找到 了 使 用 隐 函 数 定理 的 条 件 。 

方程 (9 ) 的 解 可 以 看 做 初 值 x, 的 函数 : x = xr), W 
H. x(x) 关于 ron 次 可 微分 。 

特别 ,者 互 为 闫 维 空 间 那 么 我 们 就 得 出 解 关 于 初 值 的 连 
S B| PK KMA hk , 
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直 和 的 情形 A p(x) Rk Banach ZHE, 于 Banach 
空间 Ey; x€ Es, p(z)€ 万。 考虑 满足 方程 
pC) = 0 
BAREM. ` 
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设 p(xo) = 0, PB wo€ M, Hiz R p(x) 在 后 xo 的 基 
一 邻 域 连续 可 微 : 


p(xo + À) = p'(r)h. | 
如 果 算 子 gg'(xo) € (E, —-E,) kZ E, 于 整个 空间 


Ey 上 ,我 们 就 称 Xo JERA. 
以 后 我 们 将 认为 r 为 正常 点 。 用 T 代表 使 得 
p(xo)h = 0 


的 元 h € E 的 全 体 .T, 是 空间 EE 的 一 个 子 空间 . 

我 们 称 元 x + h, h€ T, 的 全 体 Ts DHEMEN to 
的 线性 切 向 流 形 ， 

我 们 首先 考虑 E. ETZAN T ME—TZ T; 的 直 和 的 
情形 。 每 一 元 re B。 可 以 写成 | 

z) + hETo ET: 

HER. x 

线性 算 子 w'(zo) hk T, 于 整个 空间 E, F. 事实 上 ， 
Pp (zo) k 已 :于 整个 空间 E, 上 ,这 就 是 说 ,对 每 一 y€ E, F 
在 元 +€ E, 使 

p (xzo)z = y, 
但 x* 一 4 十 5 € T, EET: E. q(xo)h = 0. BU, 
qp'(z.)Ë = gp'(x,)x = y, 
由 下 面 等 式 定 义 《Ts 一 By) 内 线性 算 于 A: 
Aš 一 Pp' (zo). 
AMIAR ATAR T, TEZE T. 这 时 看 S€ 
Ts, R. Aš, = Aš, 那么 £, 一 Š. 事实 上 ， 令 
AG: — 5) = 0, Bh AEDI 一 $8) = 0. 

由 此 š, — £, € Tos 
E E, ÆT ñ T WEMA SŠ — S, = 0, # = š. 
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依 Banach 定理 4 有 有 界 逆 线 性 算 子 4 

定理 1 ZNE ETAN T M 7s 的 直 和 ,那么 存在 
拓扑 映射 , 即 一 一 对 应 且 双 方 连续 的 映射 , 映 z 在 流 形 St 内 
A PRTR EREDE T. BERR 此 外 对 应 点 之 间 的 


s ù ù ù ù G >è ù 99 0 o C a b E GS . 1 G b  .& E Q G G 8 


t è ọọ o e kk G + e > k a o Ò b Ó 4 9 Ns 


pR Xo i x 是 如 下 形式 
x= x + À + ,bh€ T É £ € Te. 
HE M 的 方程 可 以 写成 
DP'Ch E) = p(x + ) + £) = 0. (1) 
W A= ë= 0, 也 有 DO, 0)=0. 此 外 关于 增 量 AE 对 
4 一 上 一 0 时 函数 OE BJB002y4 WFE 
D0,0)AE = pxo)A = AAš. (2) 
算 子 A= O,(0.0) X. MUREA ER, EA p = 0, 
š = 0 的 邻 域 方程 (LU) 等 价 于 方程 
E = (2). 
式 中 (4) 为 可 微分 函数 满足 条 件 (0) 一 0 因此 在 所 xo 
的 邻 域内 的 每 一 点 z€ 9 有 
x = x, + ) + (A), h€ To (À) € T. 


这 样 ， 我 们 就 构造 了 + 在 Ta ARRAI A z= x + À # +o 

在 9R 内 的 邻 瑾 的 点 + = x + b + (À) LEER, KER 

是 一 一 对 应 的 双方 连续 的 ( 即 拓扑 的 )。 由 等 式 x 

0,(0,0); + 06, (0,0)0 0) 

= 0, (0.0); + Ag'(0)A = 0 

我 们 有 | x 
40U0,.)) 一 由 (0)8 = — A !6,(0,0)A 

= — Ap (x )k = 0, 
因此 
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HCA) == p0) + #'(0)4 = 0, 


BR lel = ocali. 
但 A 是 线性 切 向 流 形 T, 的 点 r th 到 流 形 M 
xz = x + ) + (h) 
的 距离 。 这 个 距离 与 all 或 4 +All 比较 是 高 阶 无 穷 
小 : 即 与 点 mm 十 和 x + > + $(A) 到 切 点 和 的 距离 相 比 
较 是 高 阶 无 穷 小 量 。 这 就 是 所 要 证 明 的 . 

一 般 情形 ”在 一 般 情形 我 们 不 可 能 断定 存在 这 样子 空间 

T, 使 

E, = 了 中 了 < 
但 以 下 将 看 到 ， MEET, 定理 1 在 某 些 较 弱 形式 下 成 ` 
Z. 

我 们 构造 关于 T, ( 见 第 二 章 第 一 市 ) 的 剩余 类 所 成 的 商 
空间 E./T,. 商 空间 E/T, 的 每 一 元 7 是 空间 E , 的 元 的 
某 一 集 , 而 且 若 和 x,€ T, 那么 一 x, € Ta, PH 

9 Cro) (x — z) = 0, 
因此 9 ror = Pp (z). 
AT gp'(xo)€ (E, — E,) 映 工 的 任 两 点 z W x, T E, BE 
一 元 。 肥 之 ,如果 

AEDE? = q Cxro)xas 
那么 p' Cro) xi — x2) = 0, RI wi — x,€ To. 
这 就 是 说 mm 和 x; 属于 Es/T。 内 的 同一 类 ，。 由 此 可 知 算 子 
p (z) 产生 某 一 线性 算 子 ABR E/T, T E, W. BÆR, 
若 TEE:/To A 

AT = 9 (xo)r 

AP x 是 工 的 任 一 点 。 由 上 所 述 AT 不 依赖 于 工 内 的 后 * 的 
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选择 ， 

设 y J E, 内 任 一 点 。 依 假设 算 子 p Co) 映 E, 于 整个 
空间 E,， 因 此 存在 元 x€ E, 使 得 有 g(xo)x =y. Erid 
属于 E/T 内 某 一 T, 依 定 义 

AT = p'(x)r = y, 
因此 算 子 4 有 逆 A Hik Banach 上 A" CAR. 


° 6 g o è o 0 où s 9 
t ọọ + ë °. 
°° b o o 95 o G A b G 0 .Á 


AEE PE DES XE ASRASIN, 而 有 
它 是 隐 函 数 定理 的 直接 推广 . 
设 he T. 构造 五 MT。 内 元 的 序列 1T ,和 点 列 15,}> 
s € T, 如 下 : š = 0€ To。 设 已 经 构造 了 T; Ë 对 z=1, 
2 2 一 1。 于 人 么 定义 T, Mi š, hH F: 
T, = Taa A p(w +h + Enide (3) 
此 外 在 T, 内 选 某 一 点 ,使 z 
|z, — Enli < 2||[T, — Trill. 
这 个 选择 是 可 能 的 ,因为 
上 — Tail] = inf |ë — Ë, -,|l. 
由 于 Èn- E Tris 
所 以 依 算 子 4 的 定义 有 
AT n-i = "AEDI TET 
由 此 (3) 可 以 写成 
T, = —A f (xo + ñ + Ë ,-1) — p ‘(xo) Es]. 
又 因为 
Ta- = —A '[pg( aa Hh + En) 一 (xzo)5 15 
所 以 
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T, — Tani = 一 A [go (xo + h + E21) 
一 p(x + À + En-a) 一 p’ (xo) CE: — Ë,-1)], 
令 E, = 5 十 一 上 
我 们 有 
p(zo + h + En) — p(xo +h +E) 


= | wa ++ E,)dt (Eni — En-a). 


由 此 
Ta — T ,- = — A" | [p Cro + h + ë) — p(x) la 
° (En mu Ë,-2). (4) 
< lll < r. lË, ll < r. lEn- =< r, 
于 是 | 本 | <r. 
这 就 是 说 ia + El < 27. 


由 于 pC) 在 点 和 的 连续 性 ,对 每 一 s。 > 0 存在 > > 0 使 得 
lp — px) <e 对 lx — rll < 2r. 


由 此 
| lp Cri + h + £) — px) < s. 


”上 县 由 (4) 可 得 


IT, — Td < la" Ge + ht š) — pCO las 


. Es- — Eal < Aelis- — 5, | 
lz, 了 < 2||T, 一 Tall 
< 2A feln- — Eal. 


2||4 | < r: 


En 一 Ë, _,| < > Ea- m Ë, ll. 
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令 lkl = r, 如 果 l: I <+, : = 1, 2, `n 一 1,B52Z, 


lEn = 8 |< lës- — $l < 
_ Í 
< — lé — ol = Sacr lal. 
E 
él = E, + CE ED + + (g, ED 
< fal + |ë, — ll + -+ 


<Ia (i +E +- +L.) < ze, 
2 2 


因为 名 一 0， 所 以 T, = —A"” p(xro 十 4) H 
lE < 2TA < 2|J4-:|lleCz + h). 
此 外 
pCro + À) = pCa) 十 g (zo) + e(h) 
s(A) = olll#l|), 
但 p(xo) 一 0， 此 外 he To， 所 以 
p Crk = 0. 
因此 p(x + A) = elh). 
由 此 JE < 214e]. 
对 充分 小 >>0 和 jall < r 


[ECN < Hl 


因 之 
1 1 
x IAES zll < > r 


我 们 也 就 找到 了 
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lz, — PER) < > lEs- — 二 |。 


因此 序列 (£, KAFE EEE, 且 jH] <j. RE, 由 
(5) 
上 < 2 < +j) 4 MIET (6) 
随 之 E/T。 HET, KAF EB,/T, WETH EET. 
方程 (3 ) 对 n —> O, Ë, > Ss T, — T 成 为 
T = T — A p(xo + / + Ë), 


或 Aplr + h + £) = 0, 
BH plr + / + £) = 0. 
从 而 x, + + š € R. | 
对 此 点 令 点 x + € T, 与 之 对 应 ,不 等 式 (6) 指 出 
=， 


即 是 说 , 点 r h€ T, 与 其 对 应 点 s-r à 十 $6 9 之 间 的 
距离 |El 与 它 到 切 点 的 距离 | 让 相 比较 是 高 阶 无 穷 小 量 。 
今 设 x = x tu BTM, B| | 
pxo + u) = pro) = 0. ` 
我 们 有 
p(xo + u) — plx) = p (x. )u + elu) = 0, 
式 中 el(u) = oCljall). 由 此 | 
p'Cr)u = —g(u). 
了 代表 空间 E, T, 的 元 而 它 含 有 u. TE 
— i -Q (tou = AT. 
AT = —elu), H T = —A e(u)s 
JT] < haeo. 
在 空间 E, 的 属于 工 的 元 中 有 元 使 
sl < ATI < alleo, 


因为 SET, «ET, MA 
u —$ETo totu — EET 
AEREA x 一 rtu 与 之 对 应 。 对 这 些 点 痊 的 距离 85 
RHEA 
[él = oc lial). 
定理 证 完 ， 
局 部 线性 空间 与 切 相 流 形 这 一 概念 相 联系 的 是 局 部 线 
性 空间 , 它 对 某 些 问题 的 研究 是 重要 的 ， 
我 们 考虑 两 个 距离 空间 X 和 Y， 设 给 定 一 个 拓扑 的 ， 即 
一 对 一 的 两 方 连续 的 由 XX 到 YY 上 的 映 象 .而且 设 XX 的 元 * 的 
RA YARR p). 映 象 P 称 为 在 XX 的 点 m RFE, A 
果 多 内 任 两 元 ron 的 距离 和 它们 在 Y 内 的 象 的 虐 离 由 下 述 
不 等 式 联系 ， 
p( z, zz) (1 一 8) < p( g(x) (x1)) < p( xis +2)( 1 + €), 
AH £ Bü p( x1 x0) 十 CO, aF SS yr T>. E 
A 设 哎 为 下 :内 流 形 由 方程 pO) 一 0 给 定 ，T: 为 
MEERA x€ SR 的 线性 切 同 流 形 。 设 
E, 一 TDT:, 
其 中 T, 是 元 4 的 全 体 , 对 于 它 d e)k 一 0， 对 某 一 + > 0， 
对 T, 的 每 一 元 
x z+ k, || <, 
含 9 的 元 
r, + À + ECR) 
与 之 对 应 ( 见 本 节 定 理 1)。 RABDARE RX 
xo Æ Ta ARRETA r EM AWH. 
BRS XE nET, (或 rnem) EASE. 事实 上 ， 
设 ms nE Trs ti = zx t ki all Sr. TEX x XF 
X(x) = x + h, + EC) EDM, 


. 472 ° 


对 +, % W 
X(x,) = x, + h, + Eh,) € Wt. 
X(x) — X(x) = h, — h, + [ECR — Eh,)]. 

我 们 有 | 
由 此 |, — hll — IED — EDI < XC) — XCar) 

. < |l, — hll + IEG) — EIl. (7) 
AR EG) 有 连续 导数 85%) 而 且 E C0) 一 0. 因此 对 四 中 
rs |Z Q) < es。 此 外 


IEC) — (C8) = li Eha + zh 一 h2)) ds(h, — ha) | 


< [TME Ca + Q, — ha) asls — bl. 
如 果 
有 | + lall S r 
JZ ji < r, l < r, 
从 而 对 0=<:=<1 
日 ||, + (à, — hkl < > 
IEC) 一 ECCh) < ellz — All. 
因此 不 等 式 (7) 可 以 写成 
la — wl — s) < NEC) — KN 
A < |= — al + s). 
这 就 证 明了 我 们 的 映 象 是 殖 等 距 的 . 
现在 我 们 来 给 出 局 部 线性 空间 的 定义 . 
设 给 定 距离 空间 XX， 如 果 对 任 一 点 * € X 每 一 充分 小 邻 
DETVA SERERLTA— Banach 空 人 间 的 零 元 的 邻 域 


| o + 0 Á. 


LEATH 出 在 B 型 空间 内 ， 每 一 个 所 有 后 均 为 正常 扩 
的 流 形 是 局 部 线性 流 形 ， 
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向 分 的 概念 可 以 推广 到 给 定 在 局 部 线性 Mi JÉ AY A 2 E 
去 。 在 许多 经 典 变 分 问题 中 的 容许 曲线 空间 是 局 部 线性 的 ， 
而 且 在 这 些 空间 内 所 考虑 的 谤 函 的 变 分 正 是 局 部 线性 空间 内 
的 函数 的 微分 的 例子 。 


$11 极 值 问题 


我 们 来 讨论 上 面 引 和 的 某 些 概念 对 变 分 问题 的 应 用 。 

没 f(x) 是 给 定 在 空间 E, WEB, A me E, 称 这 个 
泛 函 的 极 小 ( 极 大 ) 点 , 如果 对 点 x 的 某 一 邻 域内 的 所 有 点 x 
有 IG) 2 r) (或 f(x) < ll 极 小 点 或 极 大 后 统称 
极点 . 
AES, SATER 

ma af( xo h) == f'( xz, )h ; 
那么 fC) = 0, BD 
dilxoh) 一 0 对 任 一 hE Es 
事实 上 ， ` x 
FOr) = E (e + b) 


r= 


但 Kxo + zh) 是 变量 : 的 数值 函数 ， 且 在 + 一 0 到 达 极 值 
因此 


df( xosh) = f'(x0)h 一 于 Ja + th)| = = 0. 


因为 4 为 E, 内 任 一 元 。 所 以 定理 得 证 ， o 

现在 我 们 来 考虑 求 条 件 极 值 的 间 题 ， 设 p(x) 为 给 定 在 
E, HRBET Es ARR, rE Es pr) EE, Biz fC) 
是 定义 于 五 :内 泛 函 ， 
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使 p(xo) = 0 的 点 xm REA f(x) 对 条 件 p(x) 一 0 的 
条 件 极 小 (条 件 级 大 ) 点 ,如 果 
| O = f( xo) 
对 满足 条 件 p(x) = 0 的 点 办 的 某 一 邻 域 的 所 有 * 成 立 . 
定理 2 设 泛 函 A 对 条 件 PO 一 0 的 条 件 极 小 点 


FG) LO - Ip (z) 
有 F'(za) = 0, PH ¿F( zo h) 一 0 对 E 。 内 任意 到 成 立 。 


HAE, dfl xo h) 一 0 对 定义 在 点 的 线性 切 向 流 
形 所 有 成 立 , 即 对 所 有 he T。。 事 实 上 , 设 
hE T, B. dilek) =c = 0, 
对 任意 1:, 由 前 节 定 理 2 点 roth 对 应 点 
xo + zh + ult)» 
此 点 属于 流 形 p(x) 一 0 且 lOl 与 : 比较 是 高 阶 无 穷 小 
量 。 依 微分 的 定义 我 们 有 
Iro + th + ult)) = fx0) + dfl xosth + ult)) + wC 
= f(x.) + fxoONh + f' (za )u (z) + we) 
= f(x0) + ct + f' (x )u (e) + wa). x 
当 z— 0 BF, f(x )a (z) + wG) ae tapas 5 
小 量 ,因此 差 
f(x + th + w(t)) 一 Ka) I 
的 符号 与 cz 的 符号 一 致 ， 所 以 随 着 : 的 符号 的 变化 也 变 号 ， 
但 这 时 x 不 可 能 是 泛 函 的 极 值 . 从 而 < 天 0 的 假设 不 成 立 . 
出 此 可 知 在 定理 的 条 件 下 
df( xos h) = 0 
对 使 qp'(x A = 0, PD 
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| = dopo(zoÀ) = 0 
的 所 有 4。 由 此 可 知 Ea 
df( xoshi) = df( xas h) I 
如 果 有 和 有 为 属于 同一 剩余 类 TE E,/T,. 5| A ZÁ 
X(T) = df( xA) 
式 中 4 为 工 任 一 元 . 我 们 有 
XT = TafCros DF = [FC] < ICa. 
H JY 8182 T # BJ F#82 n] f$ | 
f ICD < ITI. 
BPT) 是 定义 于 E, T, WREZA. 在 另 一 方面 ， 

x T = [o'(z.)] y, | i 
式 中 ?为 ,的 元 使 p(xo)h — y 对 任意 he T (WRTH), 
df( x,h) 一 X(T) = X{ Lp (x) "y]} = 1(y). 

因为 y= g'(x)h = dp(xos4)， 所 以 我 们 得 

df( x,h) = ldp( xoh). 
由 此 令 | 

F(x) = f(x) — lp(%), 
由 有 dF( xash) = () 
对 所 有 hE E:。 这 就 是 所 要 证 明 的 ， 

A. 等 周 问题 。 我 们 来 求 泛 函 f(x) ERE p) = 0, 

i 一 1， 2， -eon 之 下 的 极 值 ,其 中 f(x), qp (x) JEE E 
上 泛 函 . 视 p, 20 n 维 矢量 多 的 分 量 , 并 用 Cx) 代表 以 o (z), 
i= 1,2, n 为 分 量 的 矢量 设 极 值 在 点 xo 到 达 。 由 定 
H2, FEREZA (p) 使 对 F(x) 一 fx) 一 15(x)， 有 
dF( xh) = 0. 但 在 # 维 空间 


JE Siin . 


l. .. 
— aa - - 


F (x) = f(%) 一 > Aip: (x), 


从 而 在 极 值 点 X09 
fa |) 一 >, ip: (x0) = 0, 
这 就 得 出 Lagrange 乘 子规 则 ， 
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附 K 
I. PR3 2 [i] L,,p>1 


定义 在 [0,1] fk Lebesgue 意义 可 测 的 函数 x(z) 称 属 于 


1 
| (Dl de < co, 


积分 理解 为 Lebesgue 积分 ,Pp 为 一 实数 大 于 零 . 

以 后 我 们 规定 p> 1. # p= 1, 则 得 出 可 和 函数 类 ,用 
L(0,1) RÆ. 

我 们 证 明 , 如 果 x(2)E L,(0, 1) B. yG) € L,(0,1), I 
Z, xG) + y(2) € L,(0,1). 


取 两 数 a 和 4b。 于 是 
la+b| |al + ||, 
我 们 讨论 两 个 情形 : 
l) || > |b|, 于 是 
|a+ b| <2|al 
H ja + b|” < 2'| a|” < 27( al? + 121*), 
2) 12| > lal. 于 是 


|a + |° < 2° ||” < 2°(|a|” + 151). 
因此 永远 有 
|a + |° < 2°(|a |” + ||”). 
Z a = rlt), b = yG), nje 
Iz(2) + yG) |? < 22(|zG2]|” + |y(z)12). 
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因为 


TEO < co, O 一 co 


Br | (el + y| dz < co, 
这 就 是 所 要 证 明 的 . x 
设 给 定 满足 条 件 


3 


92 El” < o 


. “= `= 


的 数列 > = {5;} 的 集 ， RIE h 代表 这 个 集 ， TERATE 
BRIE TE: # x€ l. y € lp, HWA 


i r+ yE lp 
即 是 说 ,车 


< >, 


3 jal? < OO s 


i=1 


> lE: + y|? < co, 
i=l | 


Hölder 不 等 式 。 在 许多 不 同 的 数学 问题 中 广泛 应 用 了 
Byuskopckuñ-Cauchy 不 等 式 。 现 在 我 们 来 建立 这 个 不 等 式 的 
推广 , 即 有 名 的 Holder 不 等 式 ， 

考虑 函数 r 一 *， 其 中 & 0。 我们 有 

T = u > 0 W ': > 0. 
即 是 说 ， 对 正 数 z, + 一 1* 为 增 函 数 ， 因 此 对 这 样 * 定义 了 
单 值 函数 :一 +“, 我 们 来 构造 函数 r = ° 的 图 形 , 取 两 个 实 
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IEZ E Ñ n, # z 轴 和 Y 轴 上 取 这 两 个 数 的 对 应 后 ;并 过 这 两 
扩 引 平行 于 轴 的 直线 ， 


和 


7 


| 图 ç | 


这 样 我 们 得 出 两 个 曲 边 三 角形 (图 6)。 它 们 的 面积 依次 


是 
= 上 ci zti 
9: x 十 1 N $ lai 
在 另 一 方面 显然 有 
$, + S, > ¿m 
MESANA q == F° 时 成 立 。 由 此 
Eat! n+l 
En < G + 1 + 1 +l 
Qa+i=p, 二 十 1 一 9. 我 们 有 
4dan = 
b q | 


由 关系 (1) IK 2889 TORRE 3R3EBS. TA, P > 14154 
4 > 1。 因 此 对 任意 5 和 ”以 及 一 对 共 施 数 了 ?和 4 有 
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m <Ë + Ë (2) 
P q 


取 两 个 函数 AE L,(0,1) 和 yE Ls(0,1) B 
一 |z(z)| 二 OI .. 
(| zea) (DOl Y 
代入 (2) 式 可 得 
EOLO | 
(| tz lea (P Oleas ) 
< OM 十 OM 
pN EOK a|, HOKI 


此 不 等 右边 是 可 和 函数 这 就 是 说 左边 也 是 可 和 的 ， 两 边 积 
分 可 得 


[OIOI a 
< — + — == 1, 
P q 


Tova Wi Qora Y: 


| |z(2)y(2)| j < (f |z (z) od y (|. yC) |qdt y, 


(3) 
我 们 得 出 的 这 个 不 等 式 称 为 对 积分 的 Hilder 不 等 式 .在 ?一 
q = 2 的 特殊 情形 , 它 还 原 成 Bysteogckuñ- Cauchy KER. 
今 设 x= (E;), y= (my H. rE l, y € la. 在 不 等 式 
(2) 中 令 x 
E= A | EA . 


(X let) (5 ku 


或 


+ 
我 们 得 
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EA . - 
(> sl) [> MOY 
< HM + — |a; | ， 
2231 lo 
类 似 于 上 述 关 于 i 求 和 得 出 对 和 的 Halder KFR 


Da lEn <(> lgl” Y (> Il。 | (4) 
对 P — q 一 2 也 还 原 成 对 和 的 Byuswosceuñ-Cauchy RER. 
Minkowski RER. 设 x(z) 和 7y(2) 属于 L(0,1). R 
RER : Ü, x 
(| |z(z) + y(2) |” d 
<(P opa + (P bora Y. G) 
为 了 证 明 此 式 , 先 注意 , 若 


z(e) € L,(0,1) 那么 |G|’ E La(0,1). 


EO O O 
由 此 可 知 (le) 为 可 和 函数 。 
”我 们 来 考虑 积分 x | 
| |z(z) + y| de, 
应 用 两 次 Holder 不 等 式 于 函数 


|zG) + yG] te LA(0,1) 和 zG)€ L,(0,1) 或 者 和 
y(t) € L ,(0,1) 可 得 


| * 482 ° 


| 1 + yC) | di < | eCe) + yG) G) | de 
+ | le +OP ds 
< (F l + yole) (F 120192: ) 
o (È OHIO 9-5, J 
|. |y) |’ dt y 
š |). OMO ) 


+ | KOJ P]. 


x 


Í 
一 (| |z(z) + YC) ae ) 
Í 


两 边 除 以 

(É O + yD ha Y 
并 注意 1 一 一 一 三 ， 我 们 得 出 对 积分 的 Minkowski $ 
今 设 + 一 {8;} Elp 且 7 一 人 cp。 我 们 证 明 
(Yl +a l< (Dle + (Bi 0) 


完全 同 于 积分 的 情形 可 以 断定 , 若 z — (¿Ye 15s 那么 
z = {|G |P} E 1. 
RIZE 


> |£; + w;|”. 
gey 


两 次 应 用 不 等 式 于 序列 
(|ë + |" Yel 和 (š yel, K An el 
° 483 。 


可 得 


D lë + w° < Pls, + allg 
+ D5 + wl 
<(X le + wale): (XY 
VD 
- (Xle + aP [(2 al) 


2 1 
+( l” |. 
{=l 


两 边 除 以 


并 注意 x 1— 1 mt 
q P 


则 得 出 对 和 的 Minkowski 不 等 式 (6). 
最 后 再 注意 一 下 ,在 公式 (5) 和 (6) 中 等 式 仅 当 在 [0,11 内 
JABA 
yG) = kra) K> O 
或 i= kE k>0 i=1,2,3.. 
时 成 立 ， | 
HEDRE A 53k 327 1E] HRERS Z. 
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U. LAG) 空间 内 函数 的 平均 连续 性 


用 L,(G) 代表 定义 在 平面 区 域 G 且 ” 寡 可 积分 的 函数 
p(z, y) 的 全 体 。P 宇 1， 在 Ls(G》 内 引入 范 数 lel = 


(人 elaray 六 空间 Lo[0, 11 REIR, Holde KER, 


Minkowski 不 等 式 , 完 备 性 等 : 立刻 可 以 移 到 L(G). 
我 们 来 证 明 一 个 定理 ; 它 一 般 在 突变 函数 方程 未 加 讨论 ， 
EE ENE PCy) ELC) 依 平均 连续 ， 即 对 全 
— 8 > 0 #F£E 6 > 0 使 得 当 Vha 时 


(|| lolx + ,y + k) — p(z,y)| Pasay J <e 


这 时 若 点 (x + h,y + k) 在 区 域 G 之 外 时 ， 则 令 p(x 十 
h,y + k) = 0. 

设 日 ,为 边界 带 形 , 即 G 中 距 G 的 边界 的 距离 不 超过 P 的 
点 的 全 体 。 再 令 G, = G\H,. Ss 

我 们 可 设 P 充分 小 致使 mes(H,) < n, AH n 为 一 予 先 
给 定 的 正 数 (G 的 边界 我 们 认为 是 充分 光 光 的 )。 因为 在 G, 
ERR p(x,，y)ELo(Gs)。 所 以 依 Jlysuq 定理 存在 闭 集 
FCG, 使 在 Fi 上 函数 plr, y) 连续 且 mes( G, NF;) < n. 
这 时 显然 有 mes( GNF;) < 2n. 

W akii /P +<. 对 满足 这 个 条 件 的 
HER AAMk, 令 F3 代表 形 如 (x 一 h,y — k) 的 所 有 点 , 式 
中 (x, y)€ F}. 显然 FiCG HŽ F, EWR, RERNE 
HAR F3 经 过 平移 1 二 (一 4, 一 和 ) 而 来 。 此 外 由 Lebesgue 
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测 译 对 平移 的 不 变性 ,所 以 mes( F+) 一 mesCF3)。 由 此 也 有 
mes( G\ F2) < 27. | 
wm F, 一 FNF} WA F, 为 闭 集 ， MEEF, 上 
p(x,y) 连续 从 而 也 一 致 连续。 此 外 
mes( G\F,) = me((GNF1)U(GNF1)) < mes( GNF1) 
+ mes( GNF2 ) < 4q, 
我 们 认为 K. 充分 小 使 对 给 定 的 E>0 


(|a) < <5 (1) 


4 


如 果 BCG 且 mes(E) < 49 的 话 . 
我 们 来 估计 积分 


(| [p(x + hy + k)— plr,y)|’dxdy P. 


(| [p(x + hy + k) — px,y) | dxrdy y, 


<( | Cs 十 47 + k) 一 p (z,y)|'asay y 


P 


x + ( J| lolx + ,y + b)l|”azay 六 


+ ( | | g(x, y)|’dxdy P. 


Ca 
由 (1) x 
(4i q(x +h,y + lazy)" 


GVFg 


. ARG o 


l g æ 
十 (J| |p (z,y)|4zay Y < ” + + == 
我 们 认为 8 <e 充分 小 使 当 VFR < ó 时 


| | p(x 十 hy + k) — p(x, y)| < —. 
2[mes( G)] F 


£ . 
-一 。 2 
2 (2) 


在 F, 上 一 致 成 立 。 于 是 
(|) ICz + Ay + K) — ps9) ldrdy Y 一 二 (3) 


由 (2) 和 (3) 可 知 V 姑 十 如 一 5 时 ， 
(|| PCE + hay A) py) ded) <e E. 
定理 证 完 ， x 


HI. Brouwer 定 . 理 


我 们 来 证 明 L. Brouwer 的 有 名 定理 , 即 映 n 维 欧 氏 空间 
内 闭 凸 体 于 其 自身 的 连续 映 象 的 不 动 点 的 存在 定理 。 这 个 定 
理 广泛 应 用 于 省 函 分 析 来 证 明 算 子 方程 的 解 的 存在 。 因 为 * 
维 欧 氏 空 间 内 闭 凸 体 相互 同 有 是 ， 所 以 只 须 对 映 n 维 空间 内 单 
WETEA RERE J. Re EERE T. 
RNE” 维 单纯 形 fo 并 用 Xos X19 ° " sp 代表 它 的 顶 
点 。 单纯 形 的 任 一 不 维 边界 (0 < k < x) 用 (ri tit 
r) 代表 ,其 中 tmm 一 0,1,.…, 代表 这 个 边界 的 顶点 的 
全 体 。 设 单纯 形 s 被 分 割 成 某 些 单纯 形 Q 对 单纯 形 : 的 每 
一 顶点 依 下 述 方式 使 数 p(x) 与 之 对 应 ， 


1》 有 关 这 里 过 到 的 拓扑 概念 见 [26]. 
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我 们 考虑 基本 单纯 形 o 的 含有 x 的 最 小 维 数 的 边界 。 设 
这 个 边界 是 (xx "taipe 那么 令 数 pkr) 等 于 下 标 fo 
i etaik 之 一 。 例如 设 * 与 单纯 形 so 的 顶点 x; AEA HMA 
p(x) = i. 如 果 * 含 于 一 维 边 界 《x;。*;) 而 且 与 这 些 顶 点 
之 一 不 相 重 合 ,那么 令 p(w) FFR i SR j 之 一 ， 余 类 推 . 最 
后 若 * Sr F s 内 部 (不 属于 和 维 边 看 , k=0,1, 2 一 1 
之 一 ); 那么 pi) 可 以 等 于 xn 十 1 个 数 0,1,2,:… ` n 的 任 一 

”我 们 分 割 的 单纯 形 。 称 为 合格 的 如 果 它 的 顶点 还 有 二 
1 个 不 同 的 数 0, 1,2,.……n 


To 


图 7 


在 图 7 中 举 一 个 二 维 单纯 形 的 分 解 其 单纯 分 人 解 顶点 
0, 1,，2。 画 线 的 那个 三 角形 是 合格 的 。 

BM1 (Spemer) 任 给 单纯 形 s 的 单纯 形 分 割 和 任 给 
人 

我 们 用 归纳 法 来 证 明 。 对 * — 0 的 情形 ， 即 单纯 形 还 原 
为 一 点 时 ， 定 理 是 平凡 的 。 设 定理 对 ”一 1 单纯 形成 立 , 我 
们 未 证 明 它 对 a n 单纯 形成 立 。 
” 设 给 定 # 单纯 形 的 单纯 形 分 割 。 并 设 在 分 割 的 单纯 形 
ç 的 顶点 x 定义 顶点 正规 函数 p(x) .我 们 称 (” 一 1) 合格 边 
界 是 指 分 割 的 单纯 形 的 〈*” 一 1) 边界 ,在 具有 n 个 顶点 函数 
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p(x) 取 值 0, 1,… n 一 1. 在 分 割 中 单纯 形 * 的 (2” — 1) ë 
格 边界 的 数目 用 e) RE. 

可 能 有 三 个 情形 . 

L. RA p(x) 在 单纯 形 ” 的 顶点 取 所 有 = 十 1 个 值 0， 


01,2, on, BD 是 合格 单纯 形 而 且 它 含 唯一 合格 G — 1) 


边界 , 即 与 之 相对 的 顶点 * 对 于 它 p(x) 一 2。 由 此 a(s) = 
l H 
J Dals) = Prs (1) 

式 中 pn 是 合格 4 单纯 形 数 ， 左边 的 和 是 关于 所 有 合格 单纯 形 
而 取 的 . 
O LRR g(x) 在 不 合格 的 单纯 形 4 的 顶点 取 ” 个 值 0,1， 
2,.…, +# 一 1。 这些 值 之 一 必须 取 两 次 。 从 而 有 两 个 合格 
(a 1) DR, es) 一 2。 | 

3. 函数 在 单纯 形 s, 的 顶点 漏 掉 了 值 0， l, 2'r n— l 


之 一 ,从 而 a(s) = 0, 
由 此 — 
x Lals) = Zalsı) (mod2). (2) 
和 的 左 端 是 关于 分 割 的 所 有 = 单纯 形 而 取 的 ， 而 右 端 则 
是 依 这 个 分 割 的 合格 + 单纯 形 s RA. 


我 们 再 举 (” 一 1) 合格 边界 的 另 一 计算 ， 有 了 两 种 可 能 . 

工 . 合格 边界 落 在 基本 单纯 形 s 的 内 部 的 ， 它 是 分 割 的 两 
个 单纯 形 的 公共 边界 ， 而 且 在 和 Dal) 中 我 们 把 它 计 算 了 
两 次 . 

2. 合格 边界 洲 在 的 边界 ,由 这 样 边界 和 函数 p) 的 
定义 可 知 , 它 仅 能 在 基本 单纯 形 的 (> 一 1) 边界 (zx x1，-…， 
Xn_1) ERZI. 我 们 用 Ps -1 代表 落 在 (zo Xis -eta Tn-1) 上 
(n 一 1) 合格 边界 数 ， 

我 们 有 
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Sals) = p,-, (mod2)., (3) 
H (1), (2), (3) 可 得 
Pn = Pa- (mod2), 

但 对 (n 一 1) 单纯 形 我 们 认为 引 理 已 证 明 , 即 pr 为 奇数 ， 
从 而 ps 是 奇数 因而 异 于 零 . 

引 理 完全 证 毕 . 

引 理 2 BAME ohn 十 1 个 闭 集 Fo Fitts Fa 
关 使 得 它 的 每 一 人 加 界 机 ` ` >; o) H opa `: 
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1 = _ 0， 1, 
分割 4 s MAE HEA MEMUAT = x 定义 如 下 函 
数 ， p(x): 我 们 考虑 最 小 维 数 的 边界 (Z X; 5 ° * * sx; +) 而 它 


含有 x*, 0 < k<n. 这 个 点 落 在 覆盖 〈*y tist ,xti) 的 集 
FF Fa 之 一 ， 取 p(s) 等 于 这 些 集中 含 x 的 集 的 下 
标 (或 这 些 下 标的 任 一 个 ,如 果 此 点 含 于 集 Fis F; n. » Fir 


当中 的 其 几 个 )。 显 然 p(x) 是 正规 顶点 函数 ， 

由 Sperner 定理 在 我 们 的 分 割 的 单纯 形 中 必须 存在 合格 
单纯 形 n 在 它 的 顶点 * 上 函数 pO) 取 所 有 # 十 1 个 值 0， 
1,"…, +， 即 是 说 , a 的 顶点 属于 ”十 1 个 不 同 的 集 F. 

我们 将 把 。 作 单 纯 形 分 解 为 愈 来 愈 微小 的 单纯 形 . ik m 
次 分 割 所 得 的 单纯 形 的 直径 不 超过 5m， 其 中 当 mo 时 
Sm — 0. 我 们 讨论 第 一， 第 二 第 mm 分割 … .所 得 的 合格 
单纯 形 序列 54, $s,……, sm，*…*。 由 的 紧 性 ,单纯 形 {sm} 的 
O- MARRARA x*， EE 5 > 0, 考 谍 满 中 不 等 式 On < 


È 的 那些 单纯 形 sa。 在 以 ** 为 中 心 之 为 半径 的 球 内 有 单 


纯 形 s, 之 一 的 至 少 一 个 顶 氮 ， 以 而 这 样 半 纯 形 的 所 有 有 n+l 
个 顶点 落 在 以 x* 为 中 心 引 为 半径 的 球 内 , 因为 sm 的 顶 乓 属于 
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s 十 1 个 不 同 的 集 Fo,F,,……,F,， 所 以 在 x” 的 任 一 6 邻 域 
内 含有 所 有 集 F; i= 0,1,…,n 的 点 。 从 而 x* 是 每 一 FF， 
IRA. 但 F; X. H]BJ Ark x* 属于 所 有 Fisi = 0, 1 …， 
n, 


Brouwer we Xİ Ek > n ERATE s oare 


企 s 上 引信 重心 坐标 


l i 
 Hos Hys" ° ° 5 Uns > z = 1. 
¿= 0 


对 “的 所 所有 Hi > 0, A x(jros14，'"* 3pn) Es HER f 
变 成 点 Vw, Piatt avn) E s, y = fC). 我们 仍 有 21 x= 
| < 


l, v; 之 0, ! 一 Ü, 1, WZ m l: 851 xpo， F ` ° ofn) 合 于 边 
帘 (Z; xi -7 0 委 X& 和 2。 所 x 的 坐标 Hi 对 1 >= fos 
1 为 零 。 ` - 


T 
| l = x, + w, + Twi = 2) vi 2 w, 
. | š = 0 
Hov, + ° + yi 


所 以 不 可 能 同时 满足 不 等 式 
Hig < Vigs Ki < Vis ° ` * s Hip < Vigo 
所 以 至 少 对 这 些 坐 标的 一 个 将 有 
Hi, 之 Vipo a 
因此 ,如 果 用 Fi 代表 这 样 的 氮 集 ,在 其 内 坐标 =; HER f 之 
后 不 增加 ,那么 边界 (ens tastes xit》 的 每 一 点 * 由 集 F,., 
Fitte Fir < M. | 
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集 F; 满足 前 述 引 理 所 有 的 条 件 "。 因此 在 s 上 存在 后 
tuts pf, ua) 属于 所 有 的 集 ， 没 有 一 点 m 对 变换 f 
会 增 大 的 。 如果 J(z*)= y*(w0, vis ` o pa), Bri 


u yi i= 01, n (4) 
H (4) 和 重心 坐标 的 性 质 知 
=X) >D] (5) 


由 (4) 和 (5 ) 可 得 
pr = yf, f= 0,1,..., 
RU 信 x*) 一 x*。 这 就 证 明 * 是 不 动 所 ， Brouwer 定理 证 
ha 
推论 ”对 映 4 维 Banach ZE ERAR ATH $ ‘FRE 
AES. 
令 Cis C23 ° ° " sé@n Ra E RIE. 对 元 
x = Ee, + Eer H eet E Enee 
令 点 
x = {Eis E29 Ent EE, 
与 之 对 应 ,Es 为 7 ERREZE. XAN 9 是 等 距 的 且 同 构 
AJ, HALE s CE 于 闭 凸 集 CE,。 设 是 映 s 于 其 目 
身 的 连续 映 象 ， 那 么 区 pf 一 是 连续 映 了 于 其 自身 的 映 象 ， 
依 Brouwer 定理 ,此 映 象 的 不 动 点 x" 存在 


x pip ( z* ) = r", 
但 jp (x*) = g(x*"), 
所 以 x* = gx*) ERR J BJ ASS A, 


1) F, 的 闭 性 由 f 的 连续 性 得 出 . 
V 不 用 代数 拓扑 的 概念 对 Brouwer 的 不 动 点 定理 的 证 明 见 [10]。 一 一 评 


A 
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IV. 实 变 函数 = 阶 导数 的 两 个 定义 


存在 点 + 的 数值 函数 +G) 的 两 个 # 阶 导数 的 定义 
1. 引入 记号 


arle) 一 >C Dech ; + (4 一 z) Ar)» 
并 称 L) 为 函数 O 在 点 nož. 于 是 我 们 
M | 
z) 一 lim Ls 81,z(D, 


(At 
如 采 这 个 极限 存在 的 话 。 
如 果 中 心 差 在 a < <> 内 一 致 趋 于 AWA (O) 
称 一 致 > 2 REFA. 


2. 继续 定义 = 次 累 次 可 微 函数 <0) 的 = 阶 导 数 ， 并 用 
Pah 代表 它 。 自然 假设 前 面 的 导数 xG) +G), tts 
DU Æ t 点 某 一 邻 域 存在 ， | 

设 rh 定义 于 区 间 a < < bp HER. 那么 存在 
xG) E. 

x r) (e) = rC). 
事实 上 ,不 难看 出 x 
CR anl) = rt + OAtY, 
一 研一 6 一 二， 
2 2 


因为 Ar — Ü 时 , 右 端 一 致 趋 近 于 xt) 所 以 


# , 1 # = rÝ”) 
x (z) = sD TAD Saar) x” Cto. 
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”我 们 有 


可 以 证 明 上 述 命题 的 反 理 。 由 在 某 一 区 间 存 在 连续 的 一 
REFA PU 可 知 在 此 区 间 上 存在 与 之 相等 的 Z 次 导数 
r) (z): 

rx" (zo = z )( 0), . 

我 们 就 2 = 2 的 情形 来 证 明 。 设 函数 x(z) 在 区 间 [0,11] 

上 有 连续 二 阶 一 致 差 导 数 x”(z)。 我们 用 yG) 代表 积分 


CD = | MOLZ 


二 阶 累 次 导数 y”(z)。 等 于 被 积 式 e(O), 而 且 又 因为 
yG = z”) 连续， 所 以 它 与 二 阶 差 导数 重合 ， 
x y (1) = y” GD, 
因此 [yo — r)" = 0. _ 
我 们 来 证 明 差 al) = yG) 一 r0) 仅 能 是 一 个 线性 函数 : 
xt) = ya) + a + bt, 


因为 函数 
Í y(z) + a + bt 
有 二 阶 累 次 导数 
AOAO TE 
所 以 我 们 得 x 


HONEA O) 
因此 设 在 区 间 [0:1] 上 有 恒等式 o) 一 0， 令 
aCe) = alt) — {ol0) + [ol1) — ol0)1}. 


a (0)= a(1) = 0 H œ) = 0, 
令 s EEIESRIESK, PB X 
BG) = olt) + er. 
因为 (ery = 2e > 0, 所 以 G) = 2220. HOSI 
我 们 有 BC) 三 ge。 事实 上 ， 如 果 对 某 一 上 ee 1] 有 
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p(t) > e, WALO 的 极 大 值 将 大 于 8, 而 且 因 为 PC0) 一 0， 
Bb(1) 一 2， 所 以 这 个 极 大 值 将 在 闭 区 间 [0,1] 的 内 点 如 达到 ， 
ERKA 加 二 阶 中 心 差 

AbC) = Blio + At) — 28(10) 十 Fn 一 Ai) < 0, 
这 是 因为  É(n)2> A(ntA:). 
由 此 

6"(10) 一 lim w CA Ay Aab lto) < < 0, 
而 我 们 就 得 出 与 假设 p'o) > s > 0 相 冲 突 之 处 ,所 以 
pOD Se 0&1, 
但 对 0 委 ! <l, 
a, (z) = pa) — s < 8G) < s, 
与 此 类 似 , 可 证 不 等 式 
alt) 之 一 8。 
AEER s> 0 我 们 有 
—E < m (z) < 8, 

由 此 aQ) == 0, 
这 就 是 说 - al) 一 a(0) +i) — oe(0)] = a + br, 
从 而 得 出 所 要 证 明 的 ， 

在 结束 之 前 ,我 们 注意 一 下 , 对 ”个 实 变数 的 函数 zt 

“…, ts) 有 等 式 x 


An, tyty» Ast CTUTEERET IS, 


8 
一 | Az n {2 rte Ë . f 十 g Al, tb è stn 
(A) Oz, Ort, rC I 


taan] J. (1 
式 中 | 


71 
Art aZ Cts" ° ° stn) 
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= >; (—1)” “x(T,T,*** ,Ts), 


lia 
T: = 4; t Az, 对 一 12 且 Ti =|; 对 其 余 的 i, 而 
且 和 是 关于 集 (1,2, °: 2) 的 所 有 子 集 (# las `" 5 ir) 0 < 
h KLS Siin 而 取 的 。 在 此 0, 是 0 和 1 之 间 的 
数 。 x 
可 用 归纳 法 来 证 明 这 个 等 式 。 对 =” = 1 它 还 原 为 有 限 增 
量 定 理 ， 设 它 对 (n 一 1) 阶 混合 差 成 立 。 我 们 有 
Af, at (2, slast taln) 


= A77, sar tis ote 十 At 
fasts fk — 1k +I stag; 9 (zis atki 5 ° n) 


-一 A... Rl fy À t s(t ' ° fk 5° ° ° tn) 
ð pani 
== Az Bur [ Ar.., 了 tk tit x(t ' ` ` k, | 
+ OLA,’ ',t,)] | (2) 
(后 -等 式 由 应 用 有 限 增 量 而 得 , ) 但 由 归纳 法 假设 


n—1 X ... . +. > 
Â ts eok pitaa (h, ° stk 十 0, At ° ° fn) 


= f.. 8 ,G, 十 BAr， A) 
Əz,, Ər,, f | 
x< (Az) 1. 


由 此 由 《27) @ (1). 
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